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第 一 章 代数 基础 
$1. 反对 称 形式 


我 们 用 玉米 表示 特征 262 的 域 上 的 有 限 维 向 量 空 间 ， 用 
A*(V) 来 表示 VV 上 取 值 于 中 的 反对 称 P- 线性 形 ( 或 称 p- 形式 》 
所 构成 的 向 量 空间 ， 特 别 地 ， 4 CV =k, CV) 就 是 了 的 对 侦 
空间 v*, 

设 ac ACV), BEAY) DP-E aR -EA 8 的 外 积 
€AB 是 一 个 十 49- 形 式 , 它 在 (x1，…… tp) EVX- X V 处 的 


ea 
值 由 下 式 决 定 
(a AB) (n, * fp+9)》 


29 sg(1)o Geo» uid: Yu) Bes, TAE »Xc044)) 5 
r£ 6.) 


其 中 SCp,9) 表示 集合 (0,2, ^ P 十 9} 的 所 有 满足 下 面 的 条 
件 的 置换 z 的 全 体 : 
G r(1) < r2) < D 
且 
Gi) rz(p 二 1)<rp 二 2) < < 一 rp 十 9)， 
用 这 种 方式 定义 的 外 积 满足 结合 律 , 从 而 在 
AC) = BAV) 
上 定义 了 一 个 分 级 代数 结构 。 根据 外 积 的 定义 ， 若 ec AU), 
Be 4%F)， 则 我 们 有 
ahg — (—1)*BAa. 
因为 这 一 性 质 ,所 以 我 们 称 分 级 代数 AV) 26 Zi- 可 换 的 (或 Zr 
交换 ). 


Wh. coo fe 为 的 一 组 基 ， 并 且 设 4 为 尾 意 一 个 从 集合 
Uu, 2,755, P] 到 集合 G, 2; ***. 8) 内 的 映射 ,我 们 记 


P = hw A Ahm 
则 当 a 遍 取 所 有 的 从 0,2, cc, 2) 到 0,2, … nt 内 的 满 
EX 
ÀC(I) «& AQ) «& L AC) | 
的 映射 时 ， 所 得 到 的 产 的 全 体 就 构成 空间 4?(V) 的 -- 组 基 .。 设 


n — dmy7， 则 对 任 一 整数 9250, 我 们 有 dim4?(V) = (I 


XHE— x € V, 我 们 定义 分 级 空间 AC) 的 一 个 一 1 级 的 自 同 

Sia) 如 下 : ; 
G(s)a) (n, ^: 020 = ax, kis tts tp) 
对 所 有 的 a€ AXV) 和 所 有 的 +,，…, xnacV 都 成 立 。 设 
a € AMTV), Jib i(x)o 是 一 (Pp 一 1)- 形 式 , 我 们 称 i)a 为 a 通过 
x 的 内 积 。 根据 i(x) 的 定义 可 知 ,映射 
rb ix) 

fM. V 83 ACV) BS Br sd dis ZE] Ene ACV) 内 的 一 个 线性 映射 
SHEXE) z,y € V, STE 

(1.1) i(x)oiC y) + i(y)oi(x) = 0, 
E ce AV), BEA), WRIA 

(1.2) EN AB) = (Cleja) A 8 + (1a A GGD9). 
由 于 这 个 性 质 , 所 以 我 们 称 式 *) 为 分 级 代数 ACVO 的 Z- ST. 

13. XX. 设 。 是 向 量 空间 六 上 的 一 个 肥 对 称 P- 形式 
我 们 称 电 了 中 所 有 满足 Kx)a 一 0 的 元 素 * 所 构成 的 子 空间 为 @ 
的 核 ， 记 为 Kera, — & 的 核 的 余 维 数 称 为 c 的 秩 ( dimV 一 
dim Kere). 

设 Vw 为 域 和 上 的 两 个 向 县 空间 ,了 为 从 7 到 w 的 一 个 
线性 映射 ,我 们 利用 下 面 的 等 式 

CADA) Cu, * x92 = BORD. s 1G), 

H ge ATQW) Ra x, oo x, € V. 均 为 任意 ,来 定义 一 个 从 分 级 
代数 4CW ) 到 分 级 代数 AV) KSAS ACD. 出 ACD IE X 
知 , 若 f 是 内 射 (或 满 射 ), 则 AC 也 是 内 射 (RAI. 


9 2 œ 


i ae ACV), N 为 了 的 一 个 向 量子 空间 且 NC Ker. ic 
从 了 到 AN 上 的 标准 映射 为 9, 则 不 难看 出 ,存在 唯一 的 一 个 刀 - 
形式 LEAVIN) 使 a= AQDB. 我 们 有 

Kerf 一 9(Kera). 

由 一 个 反对 称 2- 形式 定义 的 正 交 性 。 设 吧 是 向 量 空间 了 上 
的 一 个 反对 称 2- 形式 。 了 的 两 个 元 素 x. y 称 为 是 互相 正 交 的 
(对 于 0), MRA (x, y) 一 0. 设 E 是 VY 的 一 个 子 空间 ,我 们 以 
E+ 来 表 未 由 也 中 所 有 满足 0(x,y) — 0, Vy € E, BJ) x 所 构成 的 
TZE, HECERA EWE. 我 们 不 加 证 明 地 引用 下 列 
结论 ， 读者 可 试 证 之 : 

O 对 V 的 任 一 子 空间 E 部 有 

五 + 二 了 Kerm， 
(E+) = E + Kere, 
((E+)} y = E+, 

GD 车 E, F 为 了 的 两 个 子 空间 , 则 有 

(E + F)' = E:NF:, 
(ii) Æ ECF, ll] E+DF+, 
(Gv) Æ KeocENF, WA 

(E + FF) = Et + F3, 
1.4. BIR. i w€ A2 并 设 E 为 V 的 一 个 子 空间 ， 则 我 们 


dimE^ = dimV — dimE + dim( E (1Kero ). 
WE. RIE (x) BOXE XCRTLIBUH 
xt— ilro, x€V, 
是 从 V 到 V* 的 线性 映射 ， 它 的 核 为 Kew, ERANT. ER 


象 的 维 数 是 
dimE — dim( E f! Ker), 
但 根据 对 侦 性 ,E 的 象 是 E* 的 正 交 补 ， 所 以 它 的 维 煞 等 于 E^ 的 
余 维 数 ,所 以 结论 成 立 。 证 完 . 
1.5. 定义 .。 设 中 是 向 量 空 间 站 上 的 一 个 反对 称 2- 形式 。 又 
($35 


WE EE V — 4T 2i8l N] 
X ECE*, E RA (V , o) 的 迷 向 子 空间 ; 
Xi EDE',E RA (CV o) 的 余 迷 疝 子 空间 ; 
Xi E— E^, E WA (V, 0) IJ. Lagrange 子 空间 ; 
若 EQ E* —(0), E RAO, e) AFTEN. 
由 定义 可 知 , 所 有 维 数 委 1 的 子 空间 都 是 迷 向 的 ,所 有 余 维 数 
«1 且 含 Kero 的 子 空间 都 是 余 迷 向 的 , 而 根据 包含 关系 来 确定 的 
极 小 迷 疝 子 空间 和 极 小 余 迷 向 子 空间 都 是 Lagrange 子 空间 。 
1.6. 命题 设 oe AV) 并 设 工 为 人 7，o) 的 一 个 Lagrange 
子 空间 , 则 
fk w= 2(dimL 一 dimKerw). 
证 。 事 实 上 ,因为 工 是 一 Lagrange 子 空间 ,所 以 
工作 Kerco = L+ N Kero = Kero, 
从 而 利用 引 理 1.2 得 
dim E == dimY 一 出 m + dimKero, 
证 完 . 
Bub. V LUE ERA 2- 形式 的 秩 都 是 偶数， 空间 CV 。o) 
的 所 有 Lagrange 子 空间 具有 相同 的 维 数 . 
12. 命题 . Eo € (OD JEEW € (V, o) 的 一 个 余 迷 向 子 
空间 , 则 对 (7, co) 的 尾 一 Lagrange FER L, LAW 一 W+ 者 
是 KB ,o|W) 的 一 个 Lagrange 子 空间 . 
证 。 因 为 工 和 刺 都 是 余 迷 向 的 ,所 以 
KeroC LfYW., 
以 而 
(LNW):=Lt+ Wt:=L+ W, 
又 由 于 到 是 余 迷 向 的 :所 以 
(LOYW)*nW =(L + WHN —Lnw + WH, 
这 说 明 LAW 十 + 在 《W,w|W) 中 的 正 交 补 就 是 它 本 身 ， 证 
Li. 


€ 47 


1.8. 命题 。 设 oc AXV) 并 设 六 为 了 的 一 个 食 于 Kero 中 
的 子 空间 。 设 


4: V 一 了 AN 
为 标准 映射 ，w'€ AVIN) 满足 关系 式 
A(4)0 = c, 
[EA d 
工 | 一 ~ 4(L) 


XEM. CV, o) 的 Lagrange 于 空间 所 构成 的 集合 到 (VjN, e) 的 
Lagrange 子 空间 所 构成 的 集合 上 的 一 个 双 射 Cbijection), 

证 。 因 为 对 任意 的 *, y€V 有 

e'(q(x), 4(y)) = wz, y), | 
所 以 对 任 一 子 空 间 ECV, «(E-) FE (E) XT o' WEZI A 
此 , 若 工 是 (7， e) 的 一 个 Lagrange FZE, MgL) 是 (FAV， 
c) 的 一 个 Lagrange FEN, BF NC Kero, 所 以 (了 , 0) 的 任 
一 Lagrange 子 空 间 均 含 N, 于 是 有 
L = 4 («(L)). 
Li— «(L) 

是 一 内 射 。 现 证 它 也 是 满 射 。 设 上 L' 是 (VIN, wo) 的 一 个 Lagrang* 
子 空间 , 令 


这 说 明 映 射 


L—4*L), 
则 有 
的 了 上) = q(L)* s L', 
从 而 
L'c^TN-L-N. 
又 因为 


NCKereCc L+ H N= KerqC L, 
所 以 有 上 + 二 上 ， 于 是 证 明了 上 是 (7 , o) 的 一 个 Lagrange FE 
EH «(L)-— L'. ER. 
1.9. 命题 。 设 oc A(V)3El L29 (V , o) jhak Lagrange 
THER. QIAO) 的 所 有 满足 ENL 一 《0) 的 迷 向 子 空间 


$t 


万 所 构成 的 集合 。 若 了 是 由 包含 关系 来 确定 的 了 的 一 个 极 大 元 ， 
则 了 是 志和 成 的 直 和 。 

证 。 事 实 上 , 若 *e F^, 则 子 空 间 F 十 kx 是 迷 向 子 空间 ， 从 

F-FEAxCF 或 者 (FRAL a (0). 

无 论 怎 样 都 有 FCF +L. 于 是 有 

FNL = FAL —(F + L)!C(F^)* = F + Kero, 
miu 

FINALE (F + Kero) NL = Kere 


YV = (FNL)! = F + Kero + Lt =F +L, 
ID 
.我们 称 由 命题 1.9 给 出 的 也 为 Lagrange. FR L 89 ok [59 h 
子 空间 . 
”推论 IL 设 工 为 (Po) 的 一 个 Lagrange 子 空间 , 设 fuf 
为 的 对 偶 空 间 V* 里 的 一 组 线 姓 无 关 的 1- 形 式 使 得 
L = 门 Kerf, 
leer 
则 在 V* 中 存在 r 个 线性 无 关 的 1- 形式 hast fe hubs 
Isto 线性 无 关 且 


to = > li Ai. 


证 。 事实 上 , 设 F 是 二 在 中 的 迷 疝 补 子 空间 ， cl sey 为 
已 的 一 组 满足 所 ci = 人 的 基 。 令 
hi miei, f= letty, 
则 因为 是 迷 向 的 ,所 以 有 


Celi ct tei, ei) - 0, ij ms 1,---,f. 


因此 ， | 
ilei) (o — F iN m fea — f 0 
MEISS 成立， 由 此 推 知 形式 
e 一 Xs 


WRES F. Bh, 由 推论 的 假设 知 上 面 的 形式 限制 在 上 为 0， 
又 由 五 的 定义 有 
一 了 十 工 。 
于 是 便 有 
w 一 » fta. 
i21 
为 证 hs* E 的 无 关 性 ,注意 到 wo 的 核 包含 
(Y Kerf;, 
í rki elo 
但 是 它 的 被 的 维 数 是 
2dimL — dimV = dimV — 2r, 
于 是 hs’ um; 是 线性 无 关 的 。 证 完 。 
推论 2， 设 革 是 《7 , o) 的 一 个 Lagrange 子 空 间 , 则 存在 
(V, o) 的 Lagrange 子 空间 2 使 得 
工 门 之 = Kero, 
因而 也 就 有 
V=L+L, 
证 。 沿 用 推论 1 的 符号 , 令 


> N Kerf,;j 
Igis 


倒 可 。 证 完 ， 

推论 3。 若 城 《的 特征 为 0, ow 的 秩 为 2r, 则 ww 的 7 IRA 
v 0 而 ff 十 1 阶 外 积 各 wt! 一 0 

证 。 沿 用 推论 1 的 符号 , 设 


u= -> fi N feis 
i=i 
则 有 
w 一 rh A fn A hA hrt h A he 
一 (一 1) T HA h de. 


由 此 推 得 结论 成 立 。 证 完 。 


$2. 辛 向 量 空间 , 辛 基 底 


设 了 是 特征 2 的 域 A 上 的 向 量 空间 。 

21. 定义 。 设 w 是 上 的 一 个 反对 称 2- 形 式 。 Ë Kero 一 
《0), 则 我 们 称 。 为 上 的 一 个 辛 形式 , 这 时 ,我 们 把 V, o) 称 为 
FRN. 

E, o) 是 一 辛 空间 ， 则 dimV = ko, 从 而 是 侦 维 数 空 
闻 。 此 时 (了 。 c) 的 Lagrange 子 空间 的 维 数 为 j mV. 


AL ibwROER ESOS * 的 一 个 向 量 空 他， 玩 * 为 WW 的 
HAZA, HERG n, nE W MEEK is he W*, F 
to Cs xD, (ox) = h (D — hx, 
则 wo 是 W* x W 上 的 一 个 辛 形 式 . 不 难看 出 ,，W* x 0 和 0XxW 
都 是 (W* X W,o)f Lagrange 子 空间 。 
例 2， 设 站, ……， 思 是 向 量 空间 过 的 自然 学 标 , 则 


= 之 FA feri 


是 P 上 的 一 个 辛 形式 ,我 们 称 它 为 k 上 的 标准 辛 形式 ， 而 称 辛 
空间 CR, o) 为 2r SEE Es EE k- 空间 ， 
根据 命题 1.7 的 推论 2， 辛 空间 《7 ,w) 的 任 一 Lagrange F 
空间 工 在 了 中 都 有 一 Lagrange 补 子 空间 , 即 有 (V , wo) 的 Lagrange 
FANE 使 得 
LnL-(? BR 一 工 了 也. 
2.2. 命题 . 设 (V , v) 是 一 2s 维 的 辛 空间 ， LAMELE, 
c) 中 互补 的 两 个 Lagrange FZL Pe etes X L, 的 一 组 
基 , 则 存在 Li 的 一 组 礁 一 的 基 enoto cn 使 得 
ce (ei, esy) 77 0i l AR Pn, 
证 。 ELL HN 
zi Go, 


是 从 工 到 L, 的 对 侦 空 间 工 ? 上 的 一 个 同 构 。 令 hs cof 为 上 LY 
中 与 ac. en EXBBSOTIBAE. XHET 1i n, W eni 
L, f& 
G Ceno) Li = 一方， 
则 enti9""* sc 为 工 ; 的 一 组 基 且 
(eis c.) = fi Cei) = 8i, 13 io d x n, 
证 完 。 
2. 定义 ， 设 47，o) 是 一 2z 维 的 辛 空间 。 若 了 的 一 组 基 
$19 gen 满足 
tein.) — Bi 有 wleiyes) = wl ertisesti) = Oy 
ipj = 1,2, ,7, 
则 我 们 称 它 为 (V o) 的 一 组 辛 基 ， 
由 命题 1.9 的 推论 2 和 命题 2.2 可 知 任 一 辛 空间 (V , w) 都 有 
辛 基 ， 
EO, o) 是 一 辛 空间 , 则 在 一 组 辛 基 下 ，w“ 所 对 应 的 矩阵 具 


有 形式 
Jan | a " ) 


Hp 1,29 2 阶 单位 方 阵 。 
车 (V, e) 是 一 辛 空间 , 则 下 的 一 组 基 esr 6 是 一 组 辛 


基 的 充 要 条 件 为 : 对 于 V* 中 相对 于 cy- sen WIRE horto 


hs» 
o 一 Y ls. 
IA., BLA L 是 辛 空间 《7 ,om) 的 两 个 Lagrange 子 空 
闻 . 试 证 明 在 V 中 存在 同时 为 L. 和 工 ; 的 Lagrange 补 的 子 空间 . 
$3. 2 (2, K) 在 六 向 量 空间 上 的 反对 称 形 斌 
代数 中 的 标准 线性 表示 
在 这 一 节 中 ， 夺 表示 特征 为 0 的 域 ，2 (2, ) 表示 天 上 由 基 


ege 


TR 
0 1 0 0 1 
T" 小 [is w 31) 

所 生成 的 三 维 Lie 代数 ( 见 本 节 末 的 注 )， 

(V, a) 是 下 上 一 22 维 的 辛 空间 。 对 we 4《V)， 记 空间 
ACV) 的 自 同 态 

pHF>cAp，pE4CF)， 
29 ela), 则 ela) E AV) 的 一 个 ”级 的 自 同 态 ， 即 它 把 每 一 子 
空间 A* (V) 映 和 信子 空间 A**CV ) rh. 特别 地 ， 
X = plo) 

是 一 2 级 自 同 态 , 设 £157 ”2 是 (7， w) 的 一 组 辛 基 ， Ju B RES 


Y= > iCei)i Censi) 


是 一 一 2 级 的 自 同 术 ， 
3.1. 88K. 对 每 一 x*EV 都 有 
iQ) = Youli) — plf)o¥, 
其 中 fi). 
证 。 根据 定义 ,对 任 一 ep 1 委 j 委 22， Ke) 都 是 一 个 一 1 
级 的 Z:- 导 子 , 即 对 任意 的 ce PV) 和 ge A«V) 都 有 
iCeia A 8) = Clea) A8 + C—1Y'aA Cile). 
所 以 对 任 一 8€ ACV) 我们 有 
Gleo) = iCe(G (Jo) A8) 
= (ei Ge) AB + (1AE) AGCeOBD; 
eiD) = fh (i ei)8) 
= (i(x) wo) AGCei)8). 
又 
ul eD) = Ke Ag = ox, ef. 
于 是 推出 
ifen) + |aCDoiCei) = Alel x i 2m, 
现 设 


+ 10 。 


z= * Xii» 
i-i 
则 有 
uei) 9 xus u(IC esu) m xi Si Sa, 
于 是 有 
tap =S eD 
imi 
3 
i21 j-1 


nn 


BY 一 D aPC eien) 


j21 
== E suites) — 21 GORDh). 
ij-1 jai 
Pig 
Yop(f) — Y = D zie) = iG. 
j21 

WES. 
现在 我 们 证 明 上 面 所 定义 的 ACV) 的 自 同 态 Y 不 依赖 于 辛 基 
底 £15 """ Cis 的 选择 。 

事实 上 , 设 esci n 是 《7， e) 的 另 一 组 辛 基 , 并 设 

Y' 一 iCe; JiCezs;), 
则 由 引 理 3.1 得 
(Y' — Y)ou(1) = a(f)oCY' — Y), 

对 任意 的 1- 形式 1 二 i(x)w RY. 因而 对 任意 的 ft V* 成 立 。 
于 是 对 性 意 的 Je V*, Y' — Y 的 核 是 O) 的 不 变 子 空 何 。 又 
因为 代数 CV) 是 由 V* — AV) 所 生成 的 , 所 以 Y 一 了 的 核 
是 :4 >) 的 一 个 理想 。 但 Y' 一 了 BRERA ACV) RA fir 7C. 
于 是 Y -Y. 

Eu hs NS sj 是 y* 的 一 组 相对 于 1s '* " » £15 RESE: E-P 
WA 


1 ow 


iCei)o = faris iesi) — —hs 1s). 
从 而 和 用 (1.1) 2 (12) 两 式 有 
[X,Y] = YoX — XoY 


= (ilen don (uu) + aioi) 
Jz1 


SK) Gi) — à, 
j71 
其 中 id SRCRSRfEA NN. AW ACV) 的 自 同 态 
> pCfi)osCe;) 


EAV) 的 零 级 导 子 ， — ACV) 上 上 为 恒 等 变换 ， 从 而 它 
限制 在 4*(V) EEF? id. X 
H = [Y,X], 
则 对 任意 的 ce AT) 有 
| H(a) = (f — n)a. 

3.2 命题 ， 定义 从 C2, k) 到 ACV) 的 自 同 态 空间 内 的 线性 

Wes ed 
0 1 0 0 1 0 

D i) iK e 2j 7 ua (, zem 
则 P & Lie £63 s (2, &) 在 空间 4(V) 上 的 一 个 线性 表示 。 

证 .事实 上 , 根据 定义 , IY, X] =H. XHA AV) 的 零 级 
ST. xm v 则 分 别 是 4(V) 的 2 级 和 一 2 级 的 导 子 ,直接 计算 
便 得 到 

[H, X] = 2X, IH, Y] = —2Y, 
到 此 ?是 sil, K 的 一 个 表示 ， 证 完 ， 

Hk ACV) 里 的 特征 向 量 絮 然 是 CV 的 齐 次 元 素 。 特别 
地 , 我 们 把 含 于 KerX\(0) 中 的 五 的 特征 向 量 称 为 表示 的 素 元 
素 (参看 文献 E13])* 根据 Lie 代数 的 表示 理论 ,车 we AC) 而 且 
9 是 一 素 元 素 , H(p) = rp, WA” E — WER, 而 下 列 元 
*. 
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namas amarawasa 


P» Y(o), ttt Y'(o) 
构成 ACVO 的 一 个 Q2, 和 单子 模 的 基 。 因 为 由 
H(9) 一 r9 
知道 pc ACV), 所 以 所 有 素 元 紊 的 级 数 >n. h F KerX 是 由 
素 元 素 所 生成 的 4C(V) 的 于 空间 ,所 以 Kex 包含 在 AV) 十 
ATH(V) + AUC m, 
96. 1) X o" RE o f n CARERE, 则 o7 ^0, o^ € A"(V) H 
a J& SUR, 在 表示 ? 下 ， 它 生成 一 个 # 十 198 s2, k) TR 
kt kot e t àv", 
2) 因为 X 是 一 2 级 导 子 ， 所 以 4”*《V) 的 任 一 非 零 元 素 都 
EKLE. 每 一 个 这 样 的 案 元 案 都 生成 一 个 nET. 
3.3。 命 题 . 对 于 > 一 0, 1,，……,n， 我 们 有 ” 
i) X' 把 4'"CV) AA 4*"(V) 上 ; 
i) Y 把 A""CV) AARE 4""(V) E. 
证 。 这 是 Lie 代数 表示 理论 的 直接 结果 《参看 文献 31D, 也 


可 参看 文献 [27]。 
JA. RENTS 
KerX (Y A* (V) 
的 维 数 是 


2n 2n 
mein NER 
注 。 在 本 书 中 ， 我 们 假定 读者 其 有 Lie 代数 , Lie 群 及 表示 理 
论 的 基础 知识 , 读 填 可 参看 文献 [13] 和 E31]. 


$4 x — 8 


WC o) 和 和 (Vis o) ét E LANTER. 设 8 是 从 
V, 81 V; 上 的 一 个 向 量 空间 的 同 构 ， 若 9 满足 由 = Alpos N 
称 它 为 从 《Yi o) $] C. o.) 上 的 一 个 同 构 ， 

(Vs 01) 0 (Vi, oo) 之 闻 存 在 同 构 的 充 要 条 件 是 dimV, = 
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dimyi， 事 实 上 ,车 V, A 了, 都 是 2 维 的 , WE nascens GR 
… scm) 29 V, C V) 的 一 组 辛 基 , 则 让 

plei) = eis i=l, tt, 27, 
所 定义 的 映射 p: VV: RE M (Vaso) F) O wy) 上 的 一 
个 同 构 。 而 必要 狂 是 显然 的 . 

ik (V, o) 是 一 辛 空间 , Brill (V, o) 的 一 个 自 同 构 , 指 的 是 
M CV, c) 到 其 自身 上 的 一 个 同 构 ,所 以 (7 , o) 的 一 个 自 同 构 是 
的 线性 变换 群 GI(V) 的 一 个 元 素 ， 若 把 它 记 为 ;， 则 它 满足 下 
式 ; 

lsz, sy) = olx, y), Vx,yeV, 
AA , o) 的 自 间 构 全 体 构成 群 CV) 的 一 个 子 群 ， 我 们 把 它 
igo SpP(V, c). 特别 、 标 准 辛 空间 (KU. w) 的 自 局 构 群 记 为 
Sp(2n, k). Xi k= R, 则 把 SP (2n, K) 简 记 为 SPa) 并 称 它 为 
2s FR. 

Westen FÉ (V) 的 一 组 辛 基 ， 设 矩阵 Se GI(2n k), 
WS% (V, o) 的 某 一 让 同 构 在 基 eis oos cn 下 的 矩阵 的 充 要 
条 件 是 

SJS = Jiss 
E'S E SHREE , Jn EOE ristes cx 下 的 矩阵 , RU 


0 F 
eT me 0 ) 
iR Se Gi(2s, k) 并 设 
(4 B 
sal p 
其 中 4,B, C, D HE» X nA, Dl) Se SP(20. k) 的 充分 必 
ARE 
-FC —'AC =0, 'CB —'AD = 1 
(4.1) l 
'DA —'BC = ~l., 'DB.—'BD — 0. 
因为 deu. = 1， 所 以 若 Se SP COn k) MAFA 
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‘SJS 一 Ji 
可 得 (detS 一 1。 更 确切 些 , 我 们 有 
42. 命题 。 设 (V. 0) 是 一 辛 空间 , 则 对 任 一 se SO, o), 
我 们 有 des) — 1. 
证。 事实 上 ; 若 设 dimV 一 2x， 则 因为 
A(s)o = w, 
所 以 我 们 有 
AC)? = w^, 
因为 «^c 4"(V), BA 
A(s)o? = dets Jo". 
若 了 是 特征 等 于 0 的 域 达 上 的 向 量 空间 ， 则 我 们 有 o0 Cr EH 
1.9 的 推论 3)， 从 而 del) 二 1。 而 对 一 般 情 形 ， 则 可 用 “除权 
of (ia puissance diviée «1*') 代替 co* 加 以 讨论 , 注意 到 wl" 仍然 
是 A”) 的 一 个 基 便 可 ， 证 完 . 
设 了 是 一 不 定 元 ， 我 们 以 RITI 来 表示 克 上 的 以 了 工 为 不 定 元 
的 一 元 多 项 式 环 . 
4.3 AE. UE CV, o) 是 一 个 2n 维 的 辛 空间 ，s€ SPCV , o). 
E PERIT) 是 :的 特征 多 项 式 , 则 我 们 有 


Tp (+) -= P(T). 


证 。 事实 上 ， 简 记 Ja = Js ln = dH, 出 P= =]; 若是 
: 在 的 某 一 组 辛 基 下 的 矩阵 ， 则 丙 为 ‘$75 — J]， 从 而 有 'S-- 
一 JS2J。 于 是 有 

PCT) = det(S — TI) = det('s — TI) 
= det( —J57J — TI) = dals — TI), 
又 因为 det(CS) 一 1， 所 以 有 
PCT) 一 det(S)detKS- — TI) i 
= de(1— TS) 一 re (1). 

证 完 ， 

设 工 是 辛 空间 (F，o) 的 一 个 Lagrange FRE, 则 对 任意 的 

.15> 


5€ SP(V 0), (L) BRE C, o) 的 一 个 Lagrange 子 空间 ， 可 
见 SPCV , a) 作用 于 CV , o) 的 所 有 的 Lagrange 子 空间 所 成 的 集 
合 上 . 

4.4。 命 题 ， 群 Sp(V, o) 可 递 地 作用 于 由 所 有 的 (L ,2) 所 
构成 的 集合 上 ,这 里 工 和 于 是 (Vwm) 中 任意 的 两 个 互 为 Lagrange 
补 的 Lagrange 子 空间 。 

证 。 事 实 上 ， 根 据 命 题 2.2, 对 于 任意 一 个 Lagrange 互补 对 
CL, E), 存在 (V, o) 的 一 组 辛 基 6 em 使 得 o o n. 
为 工 的 一 组 基 而 Catia 7 5 Cn 为 £ 的 一 组 基 . 又 因为 SEV, w) 
fE (V , o) 的 所 有 辛 基 所 构成 的 集合 上 的 作用 是 可 递 的 ， 所 以 命 
MANE E. 

设 工 是 辛 空间 《PF，, o) 的 任意 一 个 Lagrange 子 空间 , RAA 
SCL) 来 表示 工 在 SPCV , e) 中 的 稳定 子 . 

4.5， 命 题 ， 设 工 和 上 人 (V , o) 中 任意 的 两 个 互 为 Lagrange 补 
的 Lagrange 子 空间 , 则 从 SCL) 到 GICL) 内 的 映射 

5 一 > 5| 工 
P9 SCLOOSCE) 到 GIL) 上 的 一 个 同 构 . 

w, FEER, o) 的 一 组 辛 基 使 得 > coe. 是 工 的 
基 而 -+，……，cxs 是 上 的 基 , 利 用 关系 式 《4.1)， 可 知 sn 
SÈ) 是 GICV) 中 这 样 一 些 元 素 的 集合 ,它们 在 基 c,，*…… ,cs F 
BS ABRIL TE AR 

[: 0 )， 
0 '47, 


其 中 4€ Gi(n, k) 是 :在 LL 上 的 限制 :| 所 对 应 的 矩阵 ,于 是 
知 命题 成 立 ， 证 完 . 
Wie. 设 SCL 是 从 SCL) 到 GICL) ERSTES BUR 
si— slL 
的 核 , 则 群 SCL) 是 正规 子 群 8S( 工 和 子 群 SCL)0SCE) 的 半 直 
积 。 XGESCL), 单 可 递 地 作用 于 (F，o) 的 所 有 的 5 的 Lagrange 
补 子 空间 所 构成 的 集合 上 。 
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下 面 我 们 来 确定 SC 为 的 结构 。 i04 为 从 V 到 VjL 上 的 标 
Ht, I B(V/L) 25 V/L 上 的 对 称 双 线性 型 所 构成 的 空间 ， 
因为 上 的 秩 等 于 站 的 维 数 , 所 以 对 任 一 46 BOIL), 存在 下 的 唯 
一 的 一 个 自 同 态 少 使 得 

《4.2》 o GG), y) 一 多 9(z)。9(7)) 

对 任意 的 *, ye 都 成 立 ， 
4.6, dM. gni 
b> idy 4- 
是 从 加 法 群 B(V/L) 到 SPO , v) 的 子 群 3S( 工 ) 上 的 一 个 同 构 。 

证 。 对 任意 的 be B(V/L), RATS ECL) — (0), ix B B H 
《4.2) 式 所 定义 。 又 因为 E(V)CL^ =L, Ai P —0, TER 
I bi idy + E EMMER BCV/L) AR GICV) 内 的 同 态 。 这 
个 同 态 是 一 内 射 。 这 是 因为 q:V—9V/L 是 满 射 ; 若 2 一 0， 则 
有 .6 一 90。 对 任意 的 5€ B (V/L) MER z, yev, HX 
wË), E(y)) = 0, 所 以 

wlx t Ex), y + EGO) 
= alr, y) + olB Cx) sy) + olx, SCy)) 
— alz, y) + lgl), 460) — £460,402) 
w olr, y). 
于 是 idy besp(V. o). AH ECL) 一 (0)， 所 以 
id, +t b€S(L, Ye BVIL). 
SUE sé€ Sp( 上 L),， 我 们 在 上 定义 一 双 线 性 型 如 下 : 

(x, y) —9 e(s(x) — x, y) = o(x, 5) — y), Vx y € V. 
7x.» cBEGSUS—AET L, 则 显然 有 《x，y) = 0。 所 以 对 任 
EH yev, 我 们 有 

Sly) —»y-—i!'G65)—y)—»—52). 
于 是 知 双 线 性 型 (x, y) — wls(x) — x, y) 是 对 称 的 。 因为 它 
的 核 含 工 , 所 以 存在 5& BCV/L) 使 
Csa) — x, y) = (4005 4690), Yx y € V. 
TERA s=idr +h, TERE 4F>iar th 的 象 是 
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SKL). EZ. 
由 命题 4.5 和 命题 4.6, 我 们 得 到 一 个 标准 正 合 列 
(0) —B(V/L)—>sSL)—G(L)—(i). 
BJ EIER AGER SCL) [IST R8 FIERAR Br 15 
成 的 线性 群 : 
4 B 
m 7 


其 中 4€ Gi(n, 2, ifi Poi » x ” 阶 对 称 矩 阵 ， 该 矩阵 线性 群 
是 一 r + et 维 的 线性 群 . 


HCV ,w) 是 一 辛 空间 , 则 (VV ,ww) 的 所 有 Lagrange 子 空间 所 构 
成 的 集合 是 了 的 =” 维 平 面 Grassman 流 形 的 一 个 子 流 形 ( 设 dimV 一 
22), 我 们 把 它 记 为 L(V, w), LEC, o) 的 一 个 Lagrange 
子 空间 , 则 由 工 的 所 有 Lagrange 补 空间 构成 的 集合 是 SCO, w) 
的 一 个 开 的 Zariski， 由 命题 4.5 的 推论 和 命题 41.6， 可 知 这 个 开 

, 集 有 一 仿 射 空间 结构 , 它 的 仿 射 变换 群 同 构 于 BCV/L)， 而 因为 


BUIL RERE ZED, gu 人 L(V a) — Das 


的 流 形 ， 而 群 SP(7， o) 则 是 一 维 数 为 dimSZ (V, c) 十 dimsC L) 
— n(n +l) t 6) — 28 c n 的 线性 代数 群 . 

设 (TP, w) 为 一 辛 空间 , 我 们 用 sV ,w) 来 表示 了 的 自 同 态 
空间 giCV ) 中 所 有 满足 

alalt), y) 十 olx, a(y)) = 0, Vx, y€V, 

RS o 所 构成 的 子 空间 . 

4.7。 命 题 ， 映射 : 

al> (idy — a) (idy + à)! 

是 从 sPCV, o) 中 所 有 使 idy 十 可逆 的 元 素 “ 所 构成 的 集合 
到 SECY, v) 中 所 有 使 id, +s 为 可 逆 的 * 所 构成 的 集合 上 的 
一 个 双 射 。 

和 证。 令 idy 1, WXPfE— ce PV, w), ŞA 
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e( C1 + 2) 60, (T+ aN) = oT — aX) — 00) 
对 任意 的 x, € V 成 立 ， 于 是 , 若 上 十 e n] VISA 
wT — a) + a) 160. 0 — eT + o) (90) = olr y) 
对 任意 的 +, y€ V RE., Mf 
r= (1 — a) cr a! € SpPCV , v), 
又 因为 
了 十 5 一 (十 af 十 er 十 (一 at 人 十 oa 一 207 十 o) ', 
FAI + sai, l 
RIZR s€SP(V.w) 使 了 士 * 可 道 , 令 
a —( -)(1—5), 
则 对 任意 的 x.» € V 有 
afc(z)，?) + olx, a(y)) 
一 一 2ofzy y) 2o((1 十 Cs y) 4 20(x,0 7) QD). 
令 
T= py =C sy, 
由 上 式 得 
o (a(x), y) + olx, aCy)) 
= —2Ae(I-r n). O HEO) + 29085, (T+ 20) 
+ 2e(0 t s)xn). ») 
= 0, 
所 以 .e-—U-c-:)'0—35)€4O;.o). XB 
[a c (14-5) p) He e) — s) 
-230:)!, 
AKAI +a nmi :二 《J 一 oa)ti +a)”, TERY 
se (O + U — s) 
是 映射 
&l- (1 —oX14-a) 
B. WES. 
命题 4.7 中 的 双 射 ;: a> (1 — al o) RHA Cayley $ 
数 化 (参看 文献 [30]). 
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注 。 若 a, fEl, u), 1) 
l la, 8] = ap — pa € sp{V, v). 
若 利 用 上 式 在 .sp(T，ow) 上 定义 一 括号 运算 ， 则 PV. u) ER 
为 SP(V, o) 的 Lie R9, Æ k= RRE k= C. 则 指数 映射 
o> expa 
把 Va 0) WA SPCV, o) 中 《参看 文献 [12])。 


$5. x X fà dS 


在 本 节 中 , BRE, o) ERER 2n 维 辛 空间 .因为 了 是 一 
偶数 维 的 向 量 空间 ,所 以 在 了 上 存在 复 结构 , 邑 存在 7 的 一 个 自 局 
态 ;满足 ?一 一 idr， 设 了 是 了 的 一 个 复 结构 ， 如 果 jE Sp(V， 
c). 则 我 们 称 i 为 一 辛 复 结构 。 于 是 ,若是 一 痊 复 结构 , 则 对 任 
X x,y€V 有 l 

v1. 162) = o, y). 
并 且 有 
| olz, iQ) = olila), =y) = oly, iG). 
于 是 l 
(x, y) = oe(x, 10), Yrs y €V, 
是 上 的 一 个 对 称 双 线性 型 。， 显然 ,该 双 线 性 型 是 非 退化 的 。 对 
4 二 igEC 和 >Ey7， 利 用 等 式 
(4 + iu) = 1x + pile) 
把 站 定义 成 为 C 上 的 疝 量 空间 , 则 复 值 实 线性 型 
Alz, y) = olx, 10) 一 iolz, y), x, y €V, 
是 了 上 的 伪 Hermie 型 ， 事 实 上 ,对 任意 的 rsy EV, RIAT 
面 的 等 式 ; "s 
&(x, y) = hy, x), 
À(ix, y) 一 AGC), y) 
= c(i(x), 100) — ioGG2, Y) 
= wlz, y) + iolz, i(y)) = ib(x, y). 
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51, EN. FRN C, o) 上 的 一 个 复 结构 i 称 为 适应 的 
(sdaptte)， 若 它 是 辛 的 并 及 由 它 所 定义 的 对 称 双 线 性 型 (x, y)— 
w(x iO 是 正定 的 。 | 

根据 定义 ,一 个 复 结构 i 是 一 适应 复 结构 相当 于 

(x, y) > Alxa y) = olx, 19)) — io(z,y) 
是 一 Hermite 型 

52。 命 题 ， 设 cstis en 是 辛 空间 (Fi wo) 的 一 组 辛 基 ， 
i 是 了 上 的 复 结 构 使 对 任意 的 1«i«n Ce) = enn Ui 
荐 一 适应 复 结 构 。 反 之 , 若 i E, o) 上 的 一 个 适应 复 结构 ， 则 
存在 (了 ，o) E) —IB SEXE sorts. REICH m enis Si Rn. 

证 。 事 实 上 , 若 Ce) 一 enis SiS n, WRITE enid) = 
—ej, 从 而 了 在 辛 基 ce， es 下 的 矩阵 是 

0 一 了。 
一人 1, 0 ) 
于 是 由 84 知 ; 是 辛 的 。 又 因为 在 基 ctts em 下 ,对 称 双 线性 
型 olr, j(y)) WERE Uau) 一 12s， 因 此 是 正定 的 , 即 ;是 
适应 复 结 构 。 反 之 , 设 i 是 (V,w) 上 的 一 个 适应 复 结构 ， 设 工 为 
(V, c) 的 一 个 Lagrange FRN, cistes en 是 工 的 这 样 一 组 
Jk, 它们 对 于 双 线 狂 型 (x,y)F> o(x, jty)) 是 正 交 基 , 令 
Capi tC), 0m. o D] es t en 是 《Vs e) Hj — i8 
辛 基 ， 证 完 . 

53. GEL 设 i 是 (V, w) 上 的 一 个 适应 复 结构 , 则 我 们 有 

(GD HCO, c) 的 任意 一 个 Lagrange 子 空间 L, iL) REL 
的 一 个 Lagrange 补 子 空间 ; 

(i) V 的 任 一 复 子 空间 《 即 在 j 的 作用 下 不 变 的 子 空间 ) 都 
ET. 

3X. Bio ESP, o). BU CL) 是 Lagrange 子 空间 , E 
x»€L, WRIA 

ez, iG») - 一 ofxry y) = 0， 
从 而 交工 ) 对 于 双 线 性 型 (+，y) > w(x, iO) 与 工 正 交 。 因 
。21 。 


为 该 双 线 性 型 是 正定 的 ,所 议 我 们 有 工作 (IL) 一 《0), 因此 iC) 
是 工 的 Lagrange 补 ，(i) für. 现 若 互 是 了 的 一 个 复 子 空间 ， 
x€ EQ E^, Ur P jG2€ E, BJ w(x, i 60) — 0. 于 是 有 
xr—0, W EQ Et (0), 这 说 明 B 是 一 痊 子 空间 .证 完 ， 

5.4。 引 理 .。 设 ij 为 六 空间 (V, o) 的 一 个 辛 复 结构 ，56 
GKV), 出 下 列 条 件 等 价 ; 

G) soj = jos 而 且 对 任意 的 *, y € V 有 oll), y))= 
ex, y). 

(i) soj = jo; 而 且 对 任意 的 +，yEV 有 ox, j(y)) 一 
es) , GG)», 

(Gi) e(s(3), 5G) = ex. y) TREE TENES 2, y € V 有 
es) iG) = alr, iG). 

X. M (0) dE (i 和 从 Gi) 推 Gi) 都 是 显然 的 。 25 Gi) 成 
立 , 则 

e GG), GO0) — jG60)) — 0 

对 任意 的 raye V 成立 . 因此 :of = jos, DEI h Gu) 推出 
(). EZ. 

8138 5.4 中 的 条 件 〈i) 等 于 说 *e GIL(V) OA SPCV , o), HE 
Ci) 等 于 说 sE GI CV) NOC, 5), RE oCv, b) 代表 下 的 对 
于 对 称 双 线 性 型 à(x, y) 一 wlx, iO) WEZER, m Gi) 
则 等 于 说 * 保持 Hermite 型 à = b — io WE. 

WE (V , o) 就 是 标准 辛 空间 CR, e). 而 i 则 是 由 矩阵 一 
Ja, 所 定义 的 复 结构 , 则 5 是 Euclid 线性 型 

b (ei, ej) = 8j,» isj = 1,'*", 2n, 
而 人 则 是 标准 的 Hermite 型 
h Ceis ej) — 8g, to 一 1s #, 

于 是 我 们 有 下 面 的 命题 

5.5。 命题 . l 

Sp (2a) N Gn, C) = OC2a) N Gila, C) = UCr)s 
其 中 Oln) 表示 正 交 群 , U0(#) ARAR. 
. 22 œ» 


5.6, Hit. HR Ula) 是 SP(22) 的 一 个 极 大 紧 子 群 . 

F. WGE SOn) 的 一 个 紧 子 群 且 设 GU(s)。 设 5 为 
R” EB) Eudid 线性 型 。 由 于 G 肾 ， 所 以 在 R” 上 存在 一 个 在 G 
的 作用 下 不 变 的 正定 对 称 双 线 性 型 (参看 文献 [5])。 KEA 
E, PUARE RIE b 一念 的 秩 < 2s， 因为 Unol), 
所 以 5 — 1B 的 核 是 UCs) 的 非 零 不 变 子 空间 . 又 因为 UC) 在 
BARRIE, AMA Keb 一 12) 一 R^, R 2 — a5 并 且 
GCSp(22)1 0 (2n) = U(n). 所 以 G — U(s). 证 完 . 


xm. 设 5 一 (4 ^) sp (20 的 一 个 元 案 ,其 中 4， 


B.C,D 都 是 > x^ Ak, 令 P 为 所 有 的 这 样 的 * X ^ 复 系数 
EZRA, ZARE 二 (Z — Z) 是 正定 的 。 证 明 着 ZeP， 


MJ CZ + D "p3 UEBBBRS 
(S, Z) — (AZ + B)(CZ + D)^, Se Sp(2n). 
定义 了 群 Sp(2n) 在 卫 上 的 一 个 作用 ; 即 对 和 任意 的 Se Sp(2n) 和 
ZcP 有 
(4Z + B)(CZ + D) €P, 
证 明 该 作用 是 可 弟 的 并 求 出 if, €P 的 稳定 子 《 参 看 文献 (22). 
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”第 二 章 x* k x 


TAGEEUUGAGES, "EC HOE C R”, "AE SG 
的 是 CU ARRAK, mM ADEA RIETI NBN 
分 形式 和 C^ 向 量 场 。 

设 M 是 一 个 流 形 , RTIA OCM) 来 表示 M. 上 的 第 分 -形式 
所 构成 的 空间 ,而 以 QCM ) 来 表示 分 级 代数 

里 om). 


对 于 对 上 的 一 个 向 量 场 X。 我 们 可 以 在 ACM ) 上 定义 两 个 很 重 
要 的 算 子 : 通过 多 的 内 积 , 记 为 (X), 以 及 Lie ST 90(X).. X) 
的 定义 见 第 一 章 ,而 下 X) 则 可 用 下 式 来 定义 : 
6(X) = dei(X) + i(X)od, 
其 中 d 是 9(M ) 的 外 微分 算 子 。 对 式 X)》 和 失 X)， 我 们 有 下 列 关 
系 式 《参看 文献 [12】); 
IEZ, YI) = 6(X)96(Y) — 6(Y)90(X), - 
i([X,Y]) = 8(X)oi( Y) — s(Y)90(X), 
i(X)oi( Y) 十 iQY)oi( X) — 0. 
其 中 XX 和 Y 都 是 M 上 的 向 量 场 。 从 定义 可 知 Lie 导 子 0(X) 是 分 
级 代数 OCM ) 的 0 级 导 子 ,内 积 %X) 是 一 1 级 的 Za 导 子 . 
设 N 是 流 形 MM 的 一 个 子 流 形 ，a&€ PM) RIN alx 为 在 
ACN) 中 的 拉 回 Cpall. back), 


$6. WEERA 


6.1, 定义 . 设 微分 形式 o € CM ), 若 w 满 足下 面 的 两 个 条 件 : 
(1) XHE— + € M o, 都 是 点 * 处 的 切 疝 量 空 间 TM 的 一 . 
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个 辛 结构 ， 

(2) do = 0, 
则 称 它 为 流 形 M 上 的 一 个 辛 结构 ,并 且 称 CM , 0) 为 辛 流 形 。 

设 (M,, w) fü (Mi, €») 是 两 个 辛 流 形 ， 

q:;M,.—M; 

ETMA. E ?满足 条 御 

(6.2) D; == q* Coi), 
别 我 们 称 9 为 从 (Mi 101) Z] (Mas 0) 内 的 一 个 辛 流 形 同 配 。 而 
M (Mis 0) 到 (Ms, 0) 上 的 一 个 辛 流 形 局 构 ， 则 是 满足 条 件 
(6.2) 的 一 个 从 M, 到 M, 上 的 微分 同 胚 。 

x* t 

p: (Mist) — (Mio) 
是 一 辛 流 形 同 态 , 则 对 任 一 x € Mio 在 x 点 的 微分 是 辛 向 量 空 
闻 之 阁 的 一 个 局 态 
gi: (T4M i1, (0) > CT M; Goo. 

因此 ,所 有 的 辛 流 形 同 赤 都 是 淄 人 映射 . 

EFEM. iM, o) 是 一 辛 流 形 , 则 我 们 有 : 

(a) M 的 维 数 是 个 数 ， 

(b) M 是 可 定向 的 。 若 设 dimM = 2n, W a MRA o" 
REM 上 的 一 个 体积 元 素 . 

(c) Æ v ETM, N) i(o)o.€ T7(M), 由 映射 

pt—Ói(v)o., v€ TM), 

可 定义 从 切 从 TM 到 余 切 从 了 T*M 上 的 一 个 标准 同 构 。 同样 , 把 
M 上 的 向 量 场 交 映 为 1- 形 式 式 X)o 的 映射 是 从 向 量 场 模 到 1- 
形式 模 上 的 标准 同 构 。 

(d) 对 上 所 有 的 一 阶 标 架 所 构成 的 纤维 从 含有 一 个 由 结构 
EE 50(22) 所 决定 的 子 从 ,这 个 子 从 由 辛 标 架 构成 ,所 谓 辛 标 架 , 指 
的 是 满足 4C)w: — e 的 标 架 E: R^ — T,M ,其 中 是 R^ 上 
的 标准 辛 形式 (参看 $2). 

(e) 车 MM 是 紧 流 形 ， 则 对 i 二 0, i, n LAWS M 
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(de Rham) H"(M , R) 均 非 零 ， 事 实 上 ,形式 w' 所 对 应 的 上 同 
调 类 lw] 二 fo] E HCM, R) Bi T ot 是 体积 元 案 , 所 以 
[oz 到 0, HU Lo] 9 6。 从 而 也 就 可 以 知道 维 数 x*2 的 球 没 
有 辛 结构 。 我 们 可 以 在 同 胚 于 2 维 球 的 投影 空间 CP 上 定义 一 辛 
结构 . : 

注 。 设 (MM , 0) 是 一 27 维 的 辛 流 形 , 则 对 任意 的 1€ R*, lo 
都 是 M 上 的 辛 结 梅 。 若 MM 紧 而 且 141 关 1， 则 辛 流 形 《M , w》 和 
(M , 1a) 是 不 同 构 的 ,这 是 因为 | 

lfue^] = [fuCAMD'|. 
$)1. i£ x... E 上 的 自然 坐标 , 则 2- 形 式 


o = ` dxi A dx,,, 


im] 
是 流 形 R” 上 的 一 个 辛 结构 ,我 们 称 它 为 R" 上 的 标准 辛 结 梅 。 
$802. 设 G 是 由 R” 上 这 样 一 些 仿 射 变换 了 所 构成 的 群 ,这 些 
f 的 线性 部 分 属于 SOn), 则 6G 含 平移 变换 ,是 辛 流 形 (R^, w) 
的 可 递 自 同 构 群 。 若 了 是 G 的 一 个 离散 子 群 ， 而 且 它 在 R” LRI 
作用 是 息 由 作用 , 则 RAT 是 一 流 形 ,而 县 在 RAT 上 存在 唯一 的 
辛 结构 使 得 标准 映射 
R” 一 R^r 
是 一 辛 流 形 同 态 。 若 取 了 为 整 平移 群 Z”, 则 可 以 在 环 面 RAZ” 
上 定义 一 辛 结 梅 使 该 辛 结构 对 于 R" 在 R'"AZ" 上 的 自然 作用 
EREN. 
$3. 设 (M,w) 是 一 辛 流 形 ， 
zM — M 
是 双 的 一 个 材 盖 , 则 CM ou 0 )) 是 辛 流 形 而 且 = 是 辛 流 形 同 态 ， 
pi uu (Mi, w) M (M ;. wm;) 是 两 个 辛 流 形 。 设 
pri: MiX M,—Mj,i—1,2, 


是 标准 投影 , 则 prilo) + prilo) 是 Mix M， 上 的 一 个 辛 结 
构 。 我 们 称 辛 流 形 
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(M, X Mspr?) + friGo))) 
WEHE (Mi 0) 和 《Mi, 0) 的 积 , 并 把 它 记 为 
| (Mis w) x (Mis o). 

Kähler 结构 ， 设 M 是 一 2” 维 流 形 ， 了 是 M 上 的 一 个 复 结 
构 , 则 作为 M 上 的 张 量 , 7 是 (1,1) 型 的 。 所 以 我 们 可 把 它 看 作 M 
上 的 向 量 场 模 的 一 个 自 同 态 ， 了 满足 下 列 条 件 : 

(1) P = — id, 

(2) JIX,Y) = [JX,Y] + [X,JY] + JUX JY], 
其 中 X,Y 是 MM 上 的 任意 的 两 个 向 量 场 . 

设 8 是 M 上 的 微分 对 称 2- 形 式 并 且 

e UX, JY) - g(XG Y) 
对 对 上 任意 的 向 量 场 X,Y xir 4 
OO《X。，Y) = gx, Y), 

则 oc (M). 

Tig YEMISTEXC— SUIS ER D JE 2o, BE e 是 伪 Riemann 7 
式 , 则 对 任意 的 x EM, co. 都 是 向 量 空间 T.M 上 的 辛 形式 而 且 Jz 
E (T.M, w:) 上 的 辛 复 结构 。 形式 hb — g — io 是 好 上 的 一 个 
fj Hermite 形式 . ERA do 一 0， 则 ww 是 M 上 的 一 个 辛 结构 ,并 
ERTIK 为 伪 Kihler 形式 。 最 后 ,着 do 一 0 并 且 8 VEM BJ 
任意 一 点 处 的 切 空间 都 是 正定 的 , N 20M ER Kabler 形 
XX. 若是 一 Kühler 形式 , 则 对 任 一 x EM, J: HE CTM, ox) 
上 的 一 个 适应 复 结构 。 l 

若 4 是 复 流 形 M 上 的 一 个 Kahler 形式 , 则 对 MM 的 任意 一 个 复 
FREN, 在 N 上 的 拉 回 都 是 N 上 的 一 个 Kähe 形式 .特别 ， 
M 的 所 有 复 子 流 形 都 具有 诱导 的 辛 结构 ， 

$j5. E C Eh C'" 中 所 有 的 复 直 线 所 构成 的 复 投 影 空 
闻 ， 任 意 一 点 D € CP" 处 的 切 向 量 空间 可 以 等 同 于 复线 性 喘 射 空 
Ta] l 

L c (D,C"" JD), 
ZinXC'U 上 的 标准 Hermie 形式 , 即 
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= S zitis 
£1 
其 中 on. zan 是 CY ERARE, $ Dt 为 万 在 Co 中 
对 于 5 的 正 交 超 平面 , 则 可 以 把 点 的 切 空 间 等 同 于 复 向 最 空间 
£'(D,D^). 于 是 对 任意 的 DEC, STU TpCP" 上 定义 
一 Hermite 形式 如 下 ， 
qp(pi4) = KP EU), 


nlu, u) 
其 中 p, pE LLD, D) ue DNO) PEMA U — CO) 
到 CP" 上 的 标准 映射 
u H> Cu, 
利用 下 式 把 切 从 TU 等 同 于 U x ct, 


Cu, v) = 5 Tow)lh2o. «cU, ECH, 
" 


于 是 ,对 任意 的 (x; v)€ TU, 我们 可 定义 
eCss (C,)^) 
中 的 一 个 向 量 275,2), E 
CD m Tena 
这 样 ,对 《wv), Qn w)€ TU. 我 们 有 
nCu (P (u, v), "T w))- n(u, u)nCv, 2) cd uy (mu). 
nhu, yy. 
这 是 如 上 由 下 式 
ajz; dzj zi A zjd i ej Ej 
,FE ones 

(29h) 
所 定义 的 Hermite 型 六 在 向 量 对 (x, v), Cu, w) 上 的 值 。 于 是 ， 
对 任 一 DE CP', np WE CP 上 满足 p"(4)-— 5 BJ Hermite 形 
式 7 在 D 点 的 值 。 记 7 的 虚 部 为 w, Npa) E aE 4 
z; = xi + iyi M PRST 
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NS E 
其 中 r= > zjz;。 直接 计算 知 po) 是 一 闵 的 2- 形式 。 从 而 


有 

p* (do) = d(p*(w)) = 0. 
XAA r ETEA, 所 以 dw = 0， 这 就 证 有 明了? 是 一 Kihler 72 
式 而 w 是 CP* 上 的 一 个 辛 结构 ， 

西 群 U(n 十 1) 在 CP* 上 的 作用 可 递 并 且 保 持 Kahler 形式 到 
WE, 设 De cpP" 并 设 roe Ula 十 1) 是 由 下 面 的 条 件 所 决定 
的 反射 

—z, 26D, 
ra 一 上 E 
则 ro Æ CP 上 的 作用 保持 点 DD 不 动 而 对 任意 的 pe Ter, 
(rop 一 一 pgp， 可 见 它 是 以 号 为 中 心 点 的 一 个 “对 称 ”"， 于 是 对 
CP 上 任 一 微分 -形式 有 
(ràCa))p = C—1)'ap. 
7 p ERRE a E Ul 十 1) 下 不 变 , 则 
ap = (rS(a))o = — ap 
对 所 有 DecP 都 成 立 。 于 是 a 二 0 。 这 推出 Cr ER U (Cn + 
1) 不 变 微 分 形式 或 者 是 偶数 阶 的 或 者 是 0, 并且 全 都 是 闭 的 .因为 
9 E U(n-- 1) 不 变 微分 形式 ,所 以 这 也 从 另 一 方面 证 明了 ?2 的 虚 
BEHER. 用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 所 有 齐 性 对 称 空间 的 不 变 
微分 形式 都 是 闭 的 《参看 文献 [12])， 

注 。 存在 不 具有 Kahler AHRR, Thurston 给 出 了 

—^r 4 维 的 例子 ,构造 的 方法 与 例 2 类 似 (参看 文献 E29 DD. 


$ 7， 辛 流 形 上 的 微分 形式 代数 的 算 子 


WOM , 0) 是 一 22 维 的 辛 流 形 ， 鳃 辛 流 形 的 定义 ,对 任意 的 
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x€ M, (TM, 0:) 都 是 一 辛 空间 。 设 OM) 是 向 量 空 间 T.M 
止 的 反对 称 形 式 代 数 . 如 $3 中 所 述 ，Lie 代数 IO, R) 在 每 一 
D, (M) 中 有 一 标准 线性 表示 。 这 一 线 竺 表示 可 由 st2，R) 在 
QM). 上 的 一 个 标准 线性 表示 通过 限制 在 Q-(M ) 上 得 到 .。 下 面 
我 们 就 来 定义 4(2, R) 在 0(M ) 上 的 一 个 标准 线性 表示 , 

首先 ,对 性 意 的 8€ 0(M ), 定义 OCM ) ES BL RS X 25 

XP) = og. 
其 次 ,定义 QM ) BS EL Is] ds H 28 
HCE) == (P — n)p, vg e QM), | 

设 r€ M, a， ea 是 (TxM 0,0 的 一 组 辛 基 。 我 们 定 

X QM ) 的 自 同 态 Y 使 


O Oe = S iCeDiCes 08, Yee QM). 


jal 


在 局 部 上 , Y 可 表达 为 
Y -SENE )， 


其 中 Ej, tet, Em 和 En toa En 是 满足 o(E; Ej) ~ 05 的 
两 组 商量 场 。 

把 QM) 看 作 O(M)— C"(M) LDE. 容易 看 出 ， 算 子 
X,H,Y EROM) HEAR. 注意 到 这 已 经 在 $3 中 讨论 过 ， 
所 以 我 们 有 

[H, X| = HoX — XoH —2X, 
(7.1) [H, Y] = HeY — YoH  —2 Y, 
[X, Y] 2 XoY — YoX — —H, 
所 以 算 子 X,H,Y 在 Q(M) 上 定义 了 Lie 代数 4 Q, R) 的 一 
个 标准 线性 表示 ， 这 一 表示 在 流 形 的 研究 , 尤其 在 Kihler 流 形 的 
研究 中 起 很 重要 的 作用 (参看 文献 Q7)). - 

现 设 w 是 一 正 合 形式 , 即 在 M 上 在 在 1- 形 式 « 使 da = 一 o， 

我 们 把 由 & 定义 的 8(M ) 的 自 同 态 
Bt— «AB, VRCQUMD, 
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RAB a 定义 的 左 外 积 , 并 记 为 na). MA o, 我 们 在 CM) 上 
定义 两 个 新 的 算 子 P 了 和 9 如下: 

P =d — u (a), 

(7.2) 

0 = [Y, P]. 
算 子 P 和 8@ 都 是 一 阶 微 分 算 子 。 Plin, HEW E ChM) 和 
pegC)， 我 们 有 

P (f8) = fP(B) + di N8. 

又 和 0 分 别 是 1 级 和 一 1 级 的 导 子 , 即 有 

(7.3) P(Q(M))CQ*'"(M), QCO'CM)) CO" CM ), 

7.4. &WM, AF X, Y, H, P 和 8 满足 下 列 关系 式 : 

(iD [H,P] =P, [H,0] 一 一 2; 

Ci) [X,P] =0, IX,0] = —P; 

Gi) [Y,P] = 0, [Y,Q] = 0; 

Gv) P= X,0=Y, PQ+ OP=H, 

E. FRAO 可 直接 从 《7.3) 导出 。 现 证 (ii) 因为 ao = 0, 
所 以 有 ld, X] — 0, 从 而 由 《7.2) 和 a 的 定义 有 [XX,Pl —0, ¢ 
据 定义 ，9 一 [Y,P]， 所 以 我 们 有 

IX, 0} = [X, [Y, P]] = LIX, YI, P] + EY, LX, P] 

= —[H, P] = —P. 

Gi) 得 证 。 又 因为 de = 一 上， 所 以 我 们 有 

dog (a) 十 pla)od = —X, 
TÉ 

P = (d — &(a)Y = X, 
W*9-IY,Pl, BU 

PoQ + QP = PoYoP — P'oY + YoP! — PoyoP 
= [Y, X] = 
WERP MEHA [Y, i 一 0 和 9 = Y. ik 
a = RX + RY + RH 

是 由 X, Y, H 生成 的 空间 0CM ) 上 的 自 同 态 Lie 代数 gi(Q(M )) 
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的 子 代数 ， 则 a 同 构 于 4C2, R)。 记 8 为 gi COCM )) 中 由 下 列 元 
素 张 成 的 向 量子 空间 ; 
P, ad( Y)P, tts ad(Y P, ++- 
X rad gi (Q(M)) 的 伴随 表示 ( 即 od (U)V — [U, VI, 
U,V€gK(Q(M)). BST HERR r A d (YY) - 90, 
所 以 空间 e 是 有 限 维 的 。 又 因为 对 所 有 ”> 之 0 有 
ad(H)ad(Y YP = (2r + 1)aa(Y YP, 
所 以 6 在 ad (Y ) 和 od (HH) 的 作用 下 都 不 变 。 又 因为 
ad( X)ad(Y Y — ad( Y Yaa(X) 
= r(1— rjad YY — r ad(H)ed(Y) , 
FA E XE adl X) 下 也 不 变 。 因 为 sd(X)P 一 0 而 且 ad (HP = P, 
所 以 P 对 于 a 的 由 伴随 表示 ad 限制 在 & 上 而 得 到 的 线性 表示 来 
说 , 是 权 为 LURER. 我 们 知道 (参看 文献 [131 或 [311), 这 时 
一 定 有 ad(YYP — 0, MT 
(Y, 0] = ad(Y)Q = ad( Y YP = 0, 
把 F 分 别 写 成 
Q? = QoYoP — QoPoY = YoQoP — QoPoY, 
和 
Q? = YoPoQ — PoYoeQ = YoPoQ 一 PoQoY, 
就 得 到 2 9: 一 [Y,H] —2Y. 证 完 ， 
JUI EIE "Lie 超 代 数 ” 的 概念 ， 命 题 7.4 中 的 关系 式 可 用 
"Lie 超 代数 ”的 语言 很 好 地 表达 出 来 ,下 面 我 们 就 来 定义 Lis 超 代 
数 , 并 县 给 出 一 些 例子 ， 
7.5. 定 义 . 《参看 文献 114]. ) 域 上 的 一 个 Lie BRKE k E 
的 一 个 Z;- AIR TRMIEZS IR] g= g 十 8:， 和 一 双 线 性 映射 ( 称 为 
括号 》 
[1:0 X a 8 
便 得 下 面 的 人 1) 一 (37 RE: 
(1) [er，99]Cgeyrg， Pog E Zas 
Q) Ez, y] = CC Df Ly,x], 对 Vx € a,,» € 0n 
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(3) is, iy, 21] = ilz, yl, 21 + C7 DES, [x, 211, 
XIVx€ 9es Y € fe. 
$11. 设 
dnd 里 Vs 
是 一 Z- 分 级 向 量 空间 . 记 g(V), 为 如 (7) 中 所 有 满足 a(V,)- 
Vos 的 元 素 0 所 构成 的 集合 。 在 Z- 分 级 空间 


gl (V), 一 De), 


上 定义 一 括号 如 下 :; 

la, 8] = aeg — (—1)°8o0, Va € gI(V),, BE gICV)s. 
对 于 这 样 定 义 的 括号 ,车 将 e (V). 原来 在 Z 中 的 分 级 按 模 2 同 余 
类 重新 分 级 , 则 空间 gi(V). 就 成 为 一 Lie 超 代数 。 

pz 

A= Rh 
是 一 Z- 分 级 结合 代数 ULLA C AS. gl CAD, 的 定义 同 例 1 . 
若 acg) B 
"a(xy) = a(2)y + (—1)"xa(y), Vx€ A,, YEA, 
则 我 们 称 “ 为 4 的 一 个 2;- 导 子 。 记 Der(4) 为 eC), 中 所 
有 的 Z;- 导 子 构成 的 子 空 间 , 则 
De(4), = @, Der(A) 

是 gi A). 的 一 个 Lie 子 超 代 数 ， 即 它 是 在 e. 的 括号 下 不 变 
的 分 级 子 空间 . 

VfÍ3. 设 e co, ei 是 RR’ 的 一 组 自然 基 , 在 Ri 上 定义 一 2- 
分 级 如 下 : 

es 的 级 数 = p, p = —1, 0,1, 

Wo ER LRERRERN, CEE 6.6.6 下 对 应 着 矩阵 


0 0 1 
0 1 ^0], 
—] 0 ` 


则 ?在 Re. Re, 上 的 限制 是 辛 形式 而 在 Re, 上 的 限制 则 是 对 
称 正定 型 〈 称 “为 正 交 辛 形式 )。 ìt osp(2, 1) 是 gi(3,8)— 
gi CR), 中 这 样 的 一 个 Z- 分 级 子 空间 , 它 的 ?级 元 素 是 gi (3, R) 
中 满足 

b(a(x),y) + (C1) b(x,a(0) = 0, Vr€ Re, y€ R^, 
RER a, 则 osp《2, 15 J& gi C3, R) 的 一 个 Lie 子 超 代数 《比较 例 
1)。 它 是 5 维 的 , 而且 下 列 元 素 构 成 它 的 一 组 基 : 


0 0 1 1 0 0 
ze ) e: 0 中 

0 0 0 —1 

g l 

0 


一 


O o o 2 o o ooo 

一 

m 

Fu 
-一 一 一 
o oc o 
ec oO rm 
ec e.e 0O 
~ 

+ 


3:X X. P, H, Q, Y v Z- 级 数 分 别 是 2，1，0, 一 1, —2. 
osp(2, 1) 中 由 偶数 级 元 素 所 张 成 的 子 空间 是 同 构 于 4(2, R) 的 
FRE | 
现 设 M, o) 是 一 辛 流 形 ,并 设 X, H, Y, P, Q 是 本 节 开头 
通过 满足 等 式 da 一 一 o Ha 而 定义 出 的 CM) 中 的 算 子 。 不 
难 证 明 (读者 可 作为 习题 自 证 之 ), 从 ozp(2。1) BL gt COCM)) 中 
的 映射 p: 
p(X) = X, p(H) = BH, (Y) 一 了 ， 
pæ) =P, oQ) — 9， 
A Le. 于 是 ，  BERUET osp(2, 1) 在 分 级 
“Lic 超 代数 sp Q, 1) 与 CO, R) 很 相似 (参看 文献 [14] 
和 [211)， 例 如 ，osp(2。1) 是 单 代数 ， 即 它 不 含 除 (0) 和 它 本 身 
以 外 的 理想 子 代数 .os (2, 1) 的 所 有 有 限 维 线性 表示 都 是 半 单 的 
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《 即 完全 可 约 的 )， 对 任 一 整数 n 2 0, 在 同 构 意义 下 存在 唯一 
的 一 个 2a 十 1 维 的 单线 性 表示 (不 可 约 线 狂 表示 )。 对 于 这 个 表 
m, HH 的 权 是 区 闻 [75,2] 中 的 所 有 整数 。 若 > 0， 则 表示 分 
解 为 IC, R)Cosp (2,1) 的 两 个 维 数 分 别 是 ”和 = 十 1 的 单 表 
TRAM, RA, 我 们 指出 , osP(2, 1) 的 所 有 单 表示 的 维 数 都 是 
奇数 . 


$8. $ A5 PB 


利用 Darboux 的 一 个 定理 , 可 得 到 这 样 一 个 结论 : 两 个 同 维 
， 数 的 辛 流 形 是 局 部 局 构 的 .在 本 节 中 ,我们 用 对 维 数 进行 归纳 的 方 
法 ,给 出 这 个 结论 的 一 个 证 明 。Moser 〔 参 着 文 献 [29]) 指出 了 另 
一 通过 变换 给 由 的 和 证明; 他 的 结果 我 们 将 在 811 RARR. 

设 M 是 一 流 形 , a 是 M 上 任意 的 一 个 p- 形 式 ， BYA TM 
中 所 有 这 样 的 元 素 "， 它们 满足 条 件 : 若 vE TM , 则 i(o)a.— 
0, 这些 v 所 构成 的 集合 称 为 o 的 核 , 记 为 Kera, 若 Kera 是 TM 
的 纤维 维 数 是 dimM —r 的 子 向 量 从 , 则 称 。 具有 常 秩 r. 

8.1.5|34. 设 M 是 一 流 形 ,映射 

g: M >R 
J—TE&A. wac (M) 车 
Kero’ C (Kera) N (Kerda), 

Wlxt M B)£E— 8 25, FE x* 的 一 个 开 邻 域 了 和 OCeQU)) 中 的 一 
个 形式 8, 使 cf = gp*(8). 

I. Hos — dimM, ， 并 设 à. 是 R' 的 自然 坐标 。 令 
好 一 yog。 因 为 9 是 子 漫 人 ,所 以 存在 t 在 对 中 的 一 个 开 邻 域 了 和 
V 上 的 可 微 函数 x+ ,xs 使 得 nucis. EV EDERRA. 


HF ¿=s l, 1 向 量 场 D- v 上 纤维 从 Kero” RIR 
JE. 设 SO. 0) 为 所 有 满足 
1)«r(2) «c-r 
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的 映射 = 
[1, 21 一 [1，2] 
所 成 的 集合 . 并 设 slv 的 化 标 表达 式 是 


ely 一 Pj harn ctt Aden. 
TE BCpom) 
因为 对 了 之 上 有 


i (2) a = 0, 
Ox; 


MUE rz) > 5, M f,— 0. TES 


aly = S fe (dym dynn), Y € S5, s) 
又 因为 对 /> * 有 
./8 a 
1 (2? de = 0, 
所 以 对 所 有 的 了 > 有 


8 
— fh—90, 
85! 


TEH, Æ x 的 某 一 开 邻 域 中 , 设 该 邻 域 为 口 , 函数 fj 具有 形 
A fh =p"), ZE g Æ pU) LETRAR 4 
p= 5 grdyrw A tte Ndyap, r € Gp, 5), 
则 我 们 有 
clo = p*(8). 
证 完 。 
8.2. HM. 设 M 和 NN 是 两 个 流 形 ,映射 
q; MN 
是 一 到 上 的 子 漫 入 。 假 定 了 的 纤维 是 连通 的 , 设 < 是 M 上 的 一 个 
微分 形式 使 得 
Ker pT = (Kera) N (Kerda), 
则 在 N 上 存在 唯一 的 一 个 微分 形式 8 使 得 
a = g* (8). 
if. 根据 引 理 841, X f£—x€ M, (EXE 的 一 个 开 邹 域 UU 
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和 pU) 上 的 微分 形式 6, 使 得 
alo, = p *(8.). 
把 5, 看 作 是 空间 六 上 的 纤维 从 的 一 个 截面 ， WR HER s y € M, 
在 PUNU) 上 我 们 有 p,— 5,. 又 因为 9 的 纤维 是 连通 的 ， 
于 是 在 g(U)g(U,) 上 有 8: 一 fn 从 而 在 PM)=N 上 
存在 一 个 微分 形式 8 使 等 式 
Bs BlooD 
对 所 有 的 x € M 都 成 立 。 于 是 a 9'(9D. XB 
g”: TM > TN 
是 满 射 ;所 以 上 式 唯 一 地 确定 了 8。 EZ. 
设 M 是 一 流 形 ,向 量 从 TM 的 一 个 子 疝 量 从 称 为 是 可 积 的 ， 
若 它 是 一 微分 流 形 并 且 对 它 上 的 任 两 可 微 截面 X, Y, [X, Y] 一 
XoY 一 YoX 都 是 E 的 截面 . 
例如 ,大 
p: M—N 
是 一 常 秩 可 微 映 射 , 则 子 纤维 从 Kep C TM. 便 是 可 积 的 。 
下 面 引述 的 Frobenius 定理 表明 ,在 局 部 上 , TM 的 所 有 可 积 
子 从 都 可 用 上 面 例子 中 的 同样 的 方法 得 到 ， 该 定理 的 证 朋 读者 可 
在 任何 一 本 关于 流 形 的 世上 找到 |， 
Frobenius 定理 。 设 M 为 一 流 形 ，EB 是 TM 的 一 个 可 积 子 
从 . 设 E 的 纤维 的 维 数 是 +, TM 的 纤维 的 维 数 是 x, 则 在 局 部 上 ， 
M 上 存在 坐标 x, ev n, 使 


E = [| Ker ax 
rigs 


于 是 对 上 述 的 局 部 坐标 ， ae 在 局 部 上 是 5 的 截面 


的 一 组 基 。 
fiib. UM EE— BUD, EE TM 的 一 个 可 积 子 从 , 则 对 任意 的 
*& M, 存在 x 在 M 中 的 一 个 开 邻 域 RUF BEA, 
p:U 一 R'* 
使 得 
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Kerg? = EQ TU, | 
证 ， 这 是 Frobenius 定理 的 直接 推论 证 完 。 
83. AM. 设 M 是 一 流 形 ，a € (M) 是 一 闭 微分 -形式 ， 
并 设 = 在 M 上 每 一 点 处 的 秩 都 是 r, 则 对 任意 的 x€ M , 存在 x 的 


—^T3TSHRLU , FEA 
p:U > R' 


以 及 p- 形 式 8€ O'(o(U)) 使 得 
&ly = p*(8). 
并 且 , 8 也 是 闭 形 式 , 它 在 eU) 的 每 一 点 处 的 秩 也 是 r。 

证 .因为 4 在 M 的 每 一 点 处 的 秩 都 是 r， 所 以 E = Ker 是 
TM 的 一 个 子 从 而且 其 纤维 的 维 数 是 ”一 *， 这 里 ”一 dimM ， . 
因为 E 一 Kerwa， 所 以 忆 的 可 微 截 面 是 M 上 的 满足 KX)Ja 一 0 的 
AE X. 25 X, Y 是 EB 的 两 个 截面 , 则 我 们 有 

i([X, Y])a = 8(X)i(Y)a + iCY )0( Xa 
= i( Y 8( X)a 
= (Y) (di(X)a + i(X) da) = 0, 
所 以 [X, Y] 也 是 互 的 截面 。 从 而 至 是 可 积 的 。 由 Frobenius 定 
理 的 推论 ， 对 任意 的 0€ M, 存在 上 的 一 个 开 SE EU, Y RA 
q;U— R' 使 得 
Kero” = ENTU, 


因为 
(Kera) N (Ketda) = Kera = E DKerg", 


根据 引 理 8.1, 存在 * H5— "FP U IRR JE SP RU R gE Co 
(U)) 使 得 
&|y = p*(8). 

又 因为 9 是 子 淄 人 并 且 

q* (48) 一 dg*(g) = da = 0, 
所 以 我 们 有 48-9. KH 

Kerf = p7 (Kerelv) = 0, 
所 以 8 的 秩 恒 等 于 +， 证 完 . 

推论 设 “ 是 流 形 M 上 在 每 一 点 处 的 秩 都 是 2r 的 闭 2- 形 
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式 , 则 对 任意 的 xe M, 存在 * 的 一 个 开 邻 域 乙 和 子 让 人 
q;U — R”, 
以 及 pU) 上 的 一 个 辛 结构 w 使 得 
aly = g*Co). 

XE. 直接 应 用 命题 8.3 便 可 。 证 完 ， 

8.4. 定理 (Darboux)。 设 M 是 一 流 形 , “是 M 上 在 每 一 点 处 
的 秩 都 是 2r 的 闭 2- 形 式 , 则 对 任意 的 x* € M, 存在 * 的 一 个 开 邻 
RUMU LORRA reta ry 使 得 

ajg = dx, A dxa - -** + dx, Ads. 

w. RIH 2r 十 dimM 进行 归纳 ， 当 2r 十 dimM = n Bi, 
结论 显然 成 立 。 

下 面 我 们 把 证 明 分 作 两 步 

(1) 设 2r < dimM。 和 根据 命题 8.3 的 推论 ， 在 在 x 的 一 个 邻 
5 UU, TRA 

Q:Uy— R* 
和 eU) 上 的 辛 结构 中 使 得 

alv, TE o* Co), 
pl 
dimg(U) — 2 r < dimM, 
因此 我 们 可 以 假设 结论 在 2r 一 2 时 或 立 , 而 对 dmp(Z) — 2 v, 
存在 y= ple) 在 R” 中 的 一 个 开 邻 域 了 和 7 上 的 可 敏 函数 
n», yy 使 得 
oly 一 dy Ady. b ct: + dy Ay. 
4 ri = ye, W 
s.n wa dx, A dzi c: + dr, ÀA dX 
于 是 我 们 就 对 所 有 2r < dimM 证 明了 结论 。 
(2) 设 2+ 一 dmM。 此 时 ,0 是 M 上 的 一 个 六 结构 ,而 映射 

X i(X)a 
是 从 M 上 的 向 量 场 模 到 模 QM) 上 的 一 个 模 同 构 。 所 以 对 M 上 
EURER f, 在 M 上 存在 玲 一 的 一 个 向 量 场 H, 使 得 i(H,)a— 
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di (我 们 将 在 89 中 仔细 研究 映射 fiM Hy). E f Ex 3E 5b 
域 上 的 可 微 函 数 使 df. v- 0， 则 在 x 的 某 一 邻 域 上 有 H, 5 0. 我 
们 还 可 以 在 x 的 一 个 充分 小 的 开 邻 域 U, 上 找到 一 可 微 男 数 g, E 
对 Uo 的 任 一 点 都 有 H; -g =1, WR a =a — df Adg, 则 de 一 
H 

iCHi)o’ = df — GC )(CH)a) A dg — di A GCH; dg) = 0. 
于 是 ww EU, 上任 一 点 处 的 秩 都 <z 7. 另 一 方面 ， 

ot = (aY + ro)" Nd dg = a) NN dE» - 
这 说 明 在 的 任 一 点 处 都 有 (a)"" 9 0. 于 是 ww EU 上 是 常 
秩 为 + 一 1 的 形式 。 由 (1) 可 知 在 x 的 某 一 含 于 U 中 的 开 邻 域 
1 上 存在 可 微 函 数 mur xc 和 ecco xua 使 得 
a' = dx, A dx, , + o** + dx, Ndxry_i, 
于 是 得 知 在 上 有 
a = dx Adx,a :+ dr, Az, 

Xm r =j, te =g, EZ. i 

渡 。 因 为 a 在 每 一 点 处 的 秩 都 是 2r、 所 以 函数 on 在 
了 1 的 任意 一 点 处 都 是 不 祖 关 的 ， 
(0 85.X X. W (M, o) 是 一 24 维 辛 流 形 ,是 M 的 一 个 开 集 。 
U 上 的 坐标 zx ……， In 称 为 辛 坐标 : 若 

o|p = dxiAdza a + ct d dz A dën. 

由 Darboux EER, 在 M 的 每 一 点 的 一 个 适当 的 邻 域 上 ，。 存 
在 局 部 的 辛 坐 标 。 设 对 的 维 数 是 2*。 对 R 中 的 开 集 , 我 们 把 它 
FERAH R” 上 的 标准 辛 结构 的 拉 回 辛 结 移 的 2n 难 辛 流 形 .于 
是 ,利用 对 的 一 个 开 集 局 上 的 辛 坐标 , 可 定义 一 个 从 (VU, e| c) 到 
R” 的 一 个 开 集 上 的 辣 构 ， 局 部 辛 坐 标的 存在 还 证 明了 两 个 同 维 
数 的 辛 流 形 是 局 部 同 构 的 。 


$9. Hamilton 向 量 场 和 辛 向 最 场 


设 和 是 流 形 对 上 的 一 个 向 量 场 ， 5 是 好 的 一 个 开 集 ， I 是 RB 
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包含 0 的 一 个 开 区 间 。 设 可 微 时 射 
p: IXU—M 
满足 下 面 的 两 个 条 件 : 
G) e(0,x) — x, Vx€U, 
(i) kii: a> olas r) 对 Yr EU REX BI—2 Er E 
线 ， 
则 我 们 称 9 是 由 X 产 生 的 一 个 流 Co). 
记 “为 投影 
RxM-—R, 


并 把 偏 导 算 子 看 作 流 形 R x M 上 的 向 最 场 , 则 上 面 的 条 件 


Gi) 等 价 于 要 求 
To 


a UE 


P 

而 在 Q(M) 上 则 等 价 于 

8 (2) = p*r). 

设 e€1, 则 可 定义 一 漫 人 

2a: x (ax), x €U, 
于 是 EURA IXU m, 而 且 pe 一 pol, 是 一 依赖 于 参数 ae 了 
ES USIMPRURITEBRSENR. EPRE, 对 每 一 a EE 了, p, 
都 是 愉 U 到 pU) 上 的 一 个 微分 同 耳 ， 

9.1. 引 理 ， 设 < 是 对 上 的 一 个 微分 PODX, XM ERS— 
个 向 量 场 , o: 1XU 一 M 是 由 和 产生 的 一 个 流 , 则 为 使 了 上 的 P- 
形式 pta) 不 依赖 于 参数 a € 1, 充分 必要 条 件 是 在 pU xU) 
上 有 8(X)a — 0. 

证 . 由 微分 形式 

pele), aél, 
所 构成 的 族 可 以 看 作 是 了 x U 上 的 微分 形式 


i (2) (4t A g* (a). 


* 41 em 


但 是 我 们 有 
(2) Gee 
e (2) cota 


) 
- i(-) cune (2) p*(a)) 
—i(@) Ci otto. 


所 以 若 8(X)a = 0; 则 pf (a) 不 依赖 于 ae 1. 反之 ,车 tC) 不 
依赖 于 a, 则 根据 上 面 的 计算 ,我 们 有 | 
Q'"6(X)s = dtNr, regGrI X U). 
从 而 对 任意 的 a€ 了 有 
920(X)a = 129" 0(X)a = AT(dt) MAI(r) = 0. 

又 由 于 全 部 o, BETERA ALE pU xU) 上 有 9(X)o = 0, 
证 完 . 

9.2. 定义 。 设 (M ,w) 是 一 辛 流 形 ， 若 村 上 的 一 个 向 量 场 X 
满足 8C(X)w 一 0， 则 我 们 称 它 为 辛 向 量 场 . 

因为 dw 二 0， 所 以 向 量 场 X 为 一 辛 向 量 场 当 且 仅 当 1- 形 式 
i(X)co 是 闭 的。 根据 引 理 9.1 可 知 , 若 及 是 辛 向 量 场 , 则 对 任意 一 


^E X EB 
p: IXU >M, 


和 任意 的 a€ 1， 我们 有 
?Co) = pilo) = wlU, 

从 而 pa ÆA (CU, o|U) Fi (p(U), ol g(UD) 上 的 一 个 同 构 ， 

下 面 我 们 把 辛 流 形 《M , ) 上 所 有 的 辛 向 最 场所 构成 的 集合 
WA SCM, o). 六 为 映射 

XH OX) 
是 一 实 线 性 鼎 射 、 所 以 由 辛 向 量 场 的 定义 可 知 SCM, o) 是 MM 的 
向 量 场 空间 的 一 个 子 空间 。 又 因为 
8(X,YD-—[(06)2,6(Y)1, 
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所 以 若 XY 是 辛 向 量 场 ， 则 [X,Y ] 也 是 辛 向 量 场 . 于 是 8 
(M , wm) 是 M 上 的 向 量 场所 构成 的 Lie 代数 的 一 个 子 代数 . 车 
XES(M, o), WHE—FE UCM, B 
X|U € S(U , o|U). 
注意 到 映 身 
XC i(Xe, X 是 M 上 的 向 最 场 ， 
是 一 双 射 ， 所 以 利 月 它 可 定义 辛 向 量 场 空间 S(M , o) 到 对 的 闭 
1- 有 形式 所 构成 的 向 量 空间 上 的 一 个 标准 同 构 ， 为 了 更 好 地 研究 这 
一 同 构 的 性 质 ， 我 们 先 简单 回顾 一 下 de Rham 群 的 定义 。 设 
Z'(M) 是 映射 
d: Q'(M) — QM) 
的 核 ， 即 Z'(M) 是 村上 所 有 的 闭 p- 形 式 所 构成 的 空间。 设 
Br(M) 是 
d; (M) —> @ (M) 
的 象 , 则 B'CM)CZ'(MD. 于 是 我 们 可 定义 
H? (M) = Z'(M)/B'(M), O&P «n. 
这 里 s — dimM. 我 们 把 H'(M) RAMKI p HE de Rham RE. 为 
了 明确 HM) 是 R- 模 , 我 们 也 把 它 写成 HM, R). 容易 知道 
H(M,R) = R, MR. 

现 对 任意 的 XES (M, o), & X 5 i(X)o 所 代表 的 

H'(M , R) 中 的 上 同调 类 对 应 ,我 们 就 得 到 一 个 标准 满 线性 映射 
f et S(M »00) — H'(M R). 

下 面 我 们 来 定义 一 个 从 空间 C“(M) 到 空间 SC(M , c). 内 的 
标准 线性 映射 H. 对 任 一 函数 16€ C“"(M)， 令 了 对 应 于 对 上 的 向 
E H 使 得 (Hed. 于 是 是 唯一 确定 的 。 因为 4f 是 
闭 的 ?所 以 H, 是 一 个 辛 向 量 场 。 又 根据 定义 知 互 的 核 与 之 的 核 重 
合 。 从 而 该 核 就 是 M 上 的 局 部 为 常数 的 函数 空间 UCM, RD. 前 
面 说 过 ,若是 连通 的 , 则 PCM, R) — R. 对 任意 的 fe C”(M)， 
i(Hj))o 都 是 一 正 合 形式 ,于 是 (H) 一 0. 反之 ,车 X€S(M, w) 
E e 一 0， 则 存在 [€ C”(M) 使 i(X)w —df, X =H. 于 
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是 我 们 得 到 一 标准 正 合 列 
(9.3) (0) -> B(M, R) — CM) => SM, w) 
一 H' (M, R) (0). 
9.4. 定义 ， 辛 流 形 (M, o) 上 的 形 如 H, (€ CI CM) 的 向 
EK Hamilton 向 量 场 . 
根据 定义 可 知 ， 所 有 的 Hamilton 向 量 场 都 是 辛 向 量 场 ， 车 
.HI(M , R) 一 0， 特别 地 若 对 单 连通 , 则 由 《9.3) 知 所 有 的 辛 向 量 
场 都 是 Hamilton 向 量 场 . 一 般 地 ,对 H'COM,R) v5 0 的 情形 , 因 
为 每 一 个 闭 的 1- 形 式 都 局 部 地 重合 于 一 个 正 合 1- 形 式 , 所 以 任 一 
辛 向 量 场 都 局 部 地 重合 于 一 个 Hamilton 向 量 场 . 
AL 考虑 经 典 力 学 的 动力 系统 . 可 以 把 它 看 作 是 某 一 流 形 9 
( 称 2 为 组 态 空间 , 参看 文献 [2] 和 [9]) 的 切 从 TO. 上 的 一 组 向 量 
场 . 而 Lagrange 动力 系统 则 是 在 定义 了 辛 结构 的 TO 上 的 一 组 
Hamilton 向 量 场 ， 例 如 ,描述 质量 为 m 的 质点 在 欧 氏 空间 0 = R 
a e RA THEA: 
X= EE. di -— án * i$ BU 


m f=1 04, a 

其 中 i, 43, 4» 是 Ra 中 的 自然 坐标 ， 而 di = dq; G = 1,2, 3) 
X TR? 上 的 函数 . 质量 为 w 的 质点 的 轨迹 是 多 的 积分 曲线 在 R 
上 的 投影 . l 


x 
o= > d4; ^ adi, 
则 ww 是 TR: 上 的 一 个 辛 结 构 . 着 设 
j= 22. mdi — U 


为 “ 动 -势能 ”函数 , 则 有 
1 3 OU 
dj — 之 mdidd; 一 >, 94; 44 
而 县 s(X)o — 4f. 于 是 X= Hj, 
. 44 P] 


例 2 ik y= dunAdz, 是 R* 上 的 标准 六 结构 , 令 
Cr tm 
一 X, dn 


Ox, 8n 
则 对 R" E£— 7T TR GEGIC 十 有 
d(i(fC)w) = OCC Jo 
= 2 fo + dj Aw = (2f + Cho. 

所 以 , 为 使 j 是 一 辛 向 量 场 , 充分 必要 条 件 是 C1 十 2f 一 0. 在 
一 般 情形 下 ,这 个 条 件 在 0 点 的 邻 域 内 不 能 保证 ,例如 ， 若 f= 
Gic ox, WARA fC 是 RACO) 上 的 一 个 辛 向 量 场 ， 但 是 这 
时 我 们 有 


dx, — Kdx 
C = C6 xa 2 i 
iC) x? -t r 


这 不 是 正 合 微分 形式 ,所 以 向 量 场 j 不 是 Hamilton 向 量 场 . 

Hamilton 向 量 场 和 辛 向 量 场 的 一 些 整体 性 质 ， M, o) 
是 一 辛 流 形 ，fe C"(M), WI Hamilton 向 量 场 已 在 点 xe 处 
为 0 的 充分 必要 条 件 是 af. = 0, 即 * 是 了 的 一 个 临界 点 , 若是 
KAE CEM >0)， 则 M 上 每 一 Hamilton 向 量 场 在 M 上 至 少 有 
两 个 零点 。 而 对 于 不 是 _ Hamilton 场 的 辛 向 量 场 , 则 可 能 在 任 一 点 
处 都 痊 0. 

9). 设 了 是 Ri 上 的 一 个 非 零 线 性 型 。 由 于 df 以 及 Re 上 的 
标准 辛 结构 都 在 平移 下 不 变 , 所 以 HL 也 在 平移 下 不 变 . A n EH, 
在 环 面 R"U/Z" 上 的 投影 , 则 在 RU/Z" 的 商 辛 结构 下 , X 是 一 
辛 向 量 场 (比较 $6, 例 2)、 这 一 辛 向 量 场 伍 不 为 0. 

若 (M , o) 是 一 紧 辛 流 形 而 且 HOM ,R) = (0), NICM, w) 
的 所 有 由 某 一 辛 向 量 场所 产生 的 流 所 给 出 的 自 司 构 9 至少 有 两 个 
不 动 点 .事实 上 ,这 时 辛 向 量 场 是 Hamitton 向 最 场 、 而 它 的 零点 
就 是 四 的 不 动 点 .这 一 些 质 对 (M , w) 的 恒 等 瑞 射 的 C: 逼近 (C:- 
proche) 自 同 构 也 成 立 ( 参 看 文献 [29]). | 

设 (M , w) 是 一 2n EIS EWUE,U FEM E) i BU TREO 
开 集 , 即 

Jye" « o, 
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《例如 ,相对 紧 开 集 , ) EX E (M , 0) 上 的 一 个 辛 向 量 场 且 设 9: 
1 x U 一 M 是 由 X 产 生 的 一 个 流 .于 是 对 任意 的 a€ 1, or(o ) 一 


wlU， 所 以 
NT x | 


着 e«U)CU, MYA e(U)-—U. 设 S 是 蕊 的 边界 , 若 S 是 好 
的 一 个 超 曲 面 、 则 不 可 能 对 每 一 y€3, 向量 X, BRUT 
S (transverse à S)， 特 殊 地 , Æ X = HR f&s ERRERIK 
RERA X,€ T,S 的 点 y. 
9.5. 引 理 . 设 X,Y EFE CM, o) 上 的 两 个 辛 向 量 场 ， 
则 
[X, Y] 一 也。 
E. XL, 
iCX, Y])o = 0(X}i(Y J)a — i(Y)8(X)o 
= (Y Jo = (di(x) + i(x)d)iCY Jw 
= dli (X)i (Y Ju) = do(Y , X), 
Bh Hon 的 定义 便 知 引 理 成 立 ， 证 完 . 
9.6. 引 理 . XE (M, o) 上 的 一 个 辛 向 量 场 ，f € CICMD, 
则 
《iD X4 = o (Hy, X), 
Gi) [X,H] = Hy. 
证 事实 上 ， 
Xf = 4(X) = GGI)o)(X) = o(H,, X). 
而 Gi) (35128 9.5 的 直接 推论 ,证 完 ， 
9.7. €X. 设 (M, o) 是 一 辛 流 形 . 我们 称 从 CCM) x 
C*(M) 8I C~CM ) 内 的 实 双 线性 映射 
L}: s i {f g} = Hig, Hg E C"(M), 为 Poisson 括 
*. 
n 9.9. 引 理 。 设 f, e 是 辛 流 形 (M, o) 上 的 两 个 可 微 函数 。 RU 


{f, 8 一 oa) [His Hel = Hoo, 
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其 中 [,] 是 M 上 的 向 最 场 Lie 代数 通常 的 括号 . 

证 , 事实 上 ， 
{f, g} = Hyg = i (Hi)adg 一 i(H;)i(H;)o = w(H,, Hj), 

所 以 第 一 个 等 式 成 立 。 再 利用 引 理 9.5 便 可 证 明 第 二 式 . 证 完 . 
9.9, 命题 。Poisson 括号 满足 下 列 等 式 : 
G) {fse} + Gs. fH = 0, 
Gi) {7, dg, 5) + {gs {4, D USUS g}} = 0, 
Gi) (f, gh) = (f. gyk + gifs A} 

其 中 f, g, hE C"(M). 

3E. G) 可 出 {f, g} —oLn.H,) 导出 .利用 引 理 9.8， 我 

们 有 

{f, {gs 41) = H;H,A = [H;, Hel + H,H;h 
= Hymh + ig, (0.5 
= dU. g}, A} + lg. {}, 533. 
再 利用 G) 便 得 GO. 最 后 
{1, gh] = Heh) = (Hyg)h + g(Hyà) 
= (f. g)h + gU, 4). 

.证 完 ， 
命题 9.9 里 的 关系 式 《i) 和 (ii) 表明 ，C”《M) 对 Poisson E 

号 构成 R 上 的 一 个 Lie 代数 . 
9.10. 命 题 . 若 在 HCM, R) 和 H(M,R) 上 定义 零 括 号 使 

它们 成 为 Lie 代数 , 则 正 合 序列 (9.3) 


(0) -> F(M,R) — CM) S(M ,0)— HH (M, R) (0) 
成 为 一 Lie 代数 正 合 列 . 
证 . hg e HOM , R), WARN: 在 局 部 上 是 常数 。 所 以 
有 {f, 8} — Hig 一 0. TEKH HUM , R) -> Ce(CM)》 e Lie 
KOREA. 根据 引 理 9.8 TA 
H: C*(M) — S(M, v) 
也 是 Lie RAAK. HE X, Y e S(M, 0) 是 两 个 辛 向 量 场 , 根 据 引 
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A 9.5, 我 们 有 
i([X, Y Do m (Hoy. xn) Ex d(o(Y, X). 
于 是 [X, Y] ££ H(M , R) rmi & Se, REL 
p: SCM, e) — H'(M , R) 

是 Lie RAAS. 证 完 ， 

我 们 已 经 知道 , 辛 向 量 场 集 SCM , o) 是 对 的 向 量 场 Lie 代数 
的 一 个 Lie 子 代数 ， 而 根据 引 理 9.8， 我 们 知道 Hamilton 向 量 场 
的 全 体 构成 SCM , o) 的 一 个 Lie 子 代数 . 

9.11. 命题 。 由 Poisson 括号 所 定义 的 Lie 代数 C^ (M ) 的 中 
心 是 M 上 的 局 部 常数 函数 空间 EC(M , R). 

证 . 事实 上 , 若 ECM) 且 对 任意 的 g€C^ (M) 有 
U.g) —0, W Hig 一 {f, 8} = 0 对 所 有 的 g€ CCM) 都 成 立 。 
于 是 H, 一 0. 又 我 们 已 经 知道 H(M, R) EH, MA 1€ 


HÁM , R). 反之 ,对 任意 的 1€ HM, R) 当然 有 {1, g) — 0, Ye 


€ C"(M). 证 完 . 
设 CP, op) M CO, oo) 是 两 个 辛 流 形 且 设 
p: P 一 吕 
是 一 可 微 上 映射， 因为 映射 
Xt— i( Xyo, 
是 从 P 了 上 的 向 量 场 模 到 模 QP) 上 的 一 个 同 梅 ,所 以 对 2 上 任 一 
HR Y, 存在 P 上 唯一 的 一 个 向 量 场 p*(Y) 使 下 式 成 立 : 
i(p* CY ))0, = g* GCY Jog). 
映射 p”: Y > e*(Y) 是 一 实 线 性 映射 ， 若 ge C"CMD, Bj 
有 
e* (gY) — o* (g)o* CY). 

9.12. a. (P, or), (Q, 9) 同上 .， 设 了 是 0 上 的 一 个 
辛 向 量 场 ， 则 pt) 是 了 P 上 的 一 个 辛 向 量 场 并 且 对 任意 的 
gec"(o) 都 有 

p*(H:) — Hoo. 

证 . 事实 上 , 若 Y JÉ— 3E ILE 3S, W 
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di( p* (Y ))o, = dp* GCY Jwg) 一 (dyY Yt) = 0, 
所 以 由 Cp" (Y)) 的 定义 知 

BPY))op 一 aexs(Y))op 十 Hox(yY))don = 0. 
于 是 p'O) 是 辛 向 量 场 .又 对 任意 的 函数 gec) 有 

(o * (H,))m, = q*GCI,)09) = q* (dg) = dg* Cp, 
所 以 q*(H;) res Hora). EZ. 

9.13.51. 设 P, o) M (Q, wo) 是 两 辛 流 形 ， 
Pp: (P, wp) - (Q, 09) 
J&— E OE FL d, RE EE 4 x €P 和 任意 的 0 上 的 向 量 场 Y， 向 
E 
9'(o*(Y).) 一 Y «o 

对 于 (09,0 与 e" (TP) EX. 

证 . 事实 上 , 因为 wp 一 p*(wo)、， 所 以 对 任 一 向 量 v6 TP, 

我 们 有 
wo (PY)s, !v)) = olp s v) 
= (ilp*(Y )jor) C) = CpG CY Jop) Xe) 
5 GCY ogor) = wgl Yon,p v). 
罗 此 结论 成 立 ， 证 完 . 

9.14. 命题。 iz (P, wp) 和 (Q, 09) 是 两 辛 流 形 , gp;(P,wp) 
一 《98: op) 是 一 辛 流 形 同 态 ， 若 dimP = dim8， 则 对 任意 的 f, 
gec?) 有 
pAf, gi = lo*CD, 9* CD. 

并 且 对 口上 的 任意 两 个 向 量 场 X, Y 有 
g*[X, Y] = Le*CX), *(¥)]. 

证 , 因为 dimP = dim2, 所 以 9 在 局 部 上 是 一 辛 流 形 同 构 , 注 
WF Poison 括号 的 定义 是 局 部 性 的 , 便 知 第 一 个 等 式 自然 成 立 ， 
下 面 我 们 给 出 一 个 直接 的 证 明 . 根据 引 理 9.13, 我 们 有 ro 
p*(Y) = Yop, Mi g*(Y)gp*(g) = o* (Yg) 对 8 上 任 一 向 量 
场 Y 和 任意 的 gE C"(0) mur. T. 若 f,g 《€ CO), 则 由 引 
理 9.12 得 
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1o*CD, e" COT 
= Hop” (g) = o* CH)o* (g) 
= Q'(Hg) = of, g}. 
现 设 X,Y 是 8 上 的 两 个 向 量 场 ， gE C<(8)， 则 有 
(p[X, Y Do*(g) = e*CLX, Y 19) 
= 9* (09 * (Yg) — o9*CY)o* (Xg) 
l ~ [p*(X), o*(Y)1o* Cg). 
因为 P 是 一 子 漫 入 ,所 以 必 有 
g*ix, Y= Lp*CX), o*(Y)]. 
在 命题 9.14 的 假定 下 ,映射 
e*; C"(Q)  C"(P) 

是 一 Li 代数 同 态 (利用 Poisson. 括号 把 它们 定义 为 Lie 代数 ), 要 
UE LAS Re Fo bd ERO SE DRE, BERE ds ARCET XLI E 

例 . 33 (P, o) = (R, dA A dy) 而 

(Q, v9) = (R', dx, Adx, + dxi Adz), 
则 漫 入 : 
p: Cas a) — Cars 0, az, 0) 
是 一 辛 流 形 同 态 ， 我 们 有 
p' Gin) = e" Gi) = 0. 
下 面 我 们 来 计算 {rrsan} HE 
wo = dx, A dx, + dx A ds, 
所 以 有 : š | 
i (2-» = dx, i (2 w = dxa, 


X T2 


i (E) --—dx, i (2) (0 m= — dx; 


REH, 的 定义 有 
i (Ho = xj, 


me a 8 
H, cipem H;, Tm n x , H: 一 一 一 
: x. x, i Ox, g Ör 


于 是 得 (利用 命题 9.9) 
[rix xia] = 1x m bn t (nns x2 x 
= {r Tiber 十 {r nipar 十 【za nper + n.n) 
一 3j. 
而 县 . 
q'Unz. Lr} opt = yt 0. 
所 以 p* 不 是 Lie 代数 同 态 . 
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WOM , o) 是 一 辛 流 形 , 贝 于 在 这 一 节 中 , 我 们 只 限于 考虑 局 
部 的 性 质 ， 所 以 我 们 不 妨 假定 xi» ctn. 是 整个 (M,w) 上 的 一 
个 辛 坐标 系 .于 是 , 若 汉 RU 中 的 开 集 看 作 是 具有 标准 辛 结构 的 辛 
流 形 , 则 xir x3。 定义 了 一 个 从 (M , e) 到 R” 的 某 一 开 集 上 
的 一 个 同 构 。 因 为 
w = 全 


isl 


车 an 
X= S ait 
x1 Xi 


是 M 上 的 一 个 向 量 场 , 则 有 
i(r)o 一 > 《aidzsfi 一 antidxi). 


因此 ,如 果 fe c"(M) H ;ODo = df, Y 


gi — Tem ol) 


于 是 知道 ， 函 数 16 C~(M》 所 对 应 的 Hamilton 向 量 场 H, 有 表 
达 式 


m=5( 8 0. ət 2), 


i21 \Oxsti Ôx; Ôx; Ox. 
而 对 fa gE C"(M), 我 们 有 
. 51» 


20.1) {1,8} — 2) 人 g 5525) 


imi Ü Tni Oxj Ox; 人 xzn+i 
特别 地 ,对 于 坐标 函数 有 


H, - — 2 


5 
Ox, 


Hs, aa , 


Óxj 


{zis cu) = Usus zariy = 0, 
{zis Zari? = — ijs 
其 中 i, j= 二 1,*…, on, 
现 假定 (M, o) —(R^,9), Xi 


w = D dxiN dta 
221 


是 R" 上 的 标准 辛 结构 ， 设 P 是 由 CURT) 中 的 多 项 式 函 数 所 
构成 的 子 代 数 . 对 任 整 数 £29 0, id P, 29 7 次 齐 次 多 项 式 所 构成 
的 空间 .根据 式 (10.1), 对 任意 7,520 有 
{P,, P} CP... 
4 e, — P5, 则 有 
1o, 3C Arer 
将 P 按 & 在 Z 中 分 级 后 ， 我 们 就 得 到 一 个 分 级 Lie 代数 .这 个 分 
级 Lie 代数 的 中 心 是 9-:， 即 常数 函数 空间 .空间 g- 由 R” 上 的 线 
性 函数 构成 ,而 空间 o» 则 由 二 次 型 构成 . g 是 一 维 数 为 x(2 54-1) 
的 Lie 子 代数 .利用 映射 1 再， 我 们 可 以 定义 从 g- 到 常 向 量 
场 ( 在 R” 的 平移 作用 下 不 变 的 向 量 场 ) 所 构成 的 空间 上 的 一 个 
同 构 ,利用 同一 映射 , 我 们 还 可 以 得 到 从 gm 到 SCR”,w) 中 的 一 
次 辛 向 量 场所 构成 的 Lie 子 代 数 上 的 一 个 同 构 ， 该 子 代数 同 构 于 
$4 中 介绍 过 的 祁 群 Sp(z) 的 Lie 代数 ip (Rs). 事实 上 , 设 a 
Æ R” 上 的 一 个 自 同 态 , 令 工 - 为 R” 上 满足 
L,:xj— —xj0ad, :-1,:,2n, 
的 向 量 场 ， 对 任意 的 上 e R”, 记 Ls 为 满足 
Lix; = xil), i—1,-:5,2, 


的 向 量 场 , 则 有 
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IL, L] = Lao. 
于 是 对 任意 的 5， n ER”, 
(6(L.99) (Le, La) 
= Loo (Les L4) — e(L La, Li], Ly) 一 oC Lest Las Lal) 
= wl Las L,) 十 e, Las) 
" = ax(a(£), g) 十 ex, o(2)), 


ux mS xi Nau E€ AI (RP). 
im} 


于 是 向 量 场 L. 为 辛 癌 量 场 当 且 仅 当 a € sp (R^, o). 
10.2. 引 理 . 若 f€P 有 目 f 关 0, 则 P 的 自 同 态 上 映射 
gi (f, g}, LEP, 
. 是 满 自 辣 态 . 
证 , HEX: ELE 《4,*……, 1 是 辛 空间 CR”, wo) 的 一 组 辛 基 使 
得 Kui) = bus XIR yar 为 152 7» tns. 的 对 侦 基 ， 册 
Justa 是 流 形 (R7, w) (R*, w) 上 的 辛 坐标 ,并且 等 式 
tg) =- 9 


Bx. 
对 任意 的 gEP 成 立 , 故 结论 成 立 .证 完 ， 
10.3. 引 理 、 Lie 代数 了 中 仅 有 的 理想 子 代 数 是 《0), P, CE 
次 多 项 式 集合 ) 和 P. 
XE. 事实 上 ， 设 a 为 Lic 代数 了 的 一 个 含有 次 数 > 0 的 多 项 


式 函 数 的 理想 ,因为 对 所 有 的 i 有 {xi, a}Co, 从 而 a 在 2 的 作 


”用 下 不 变 。 于 是 中 含 这 样 一 个 多 项 式 函 数 Pd. KE 
je Ps je PN0)， 所 以 对 任意 的 geP, RITA {f, g) 一 ihg}. 
又 由 于 映射 

gi— {hs g) g€P, 
是 满 射 ( 引 理 10.2), 所 以 有 a — P. X. (0) REP, 显然 是 理想 . 证 
x. 


形成 辛 向 量 场 Lie 代数 ， (M, o) 为 一 辛 流 形 ，*e M.id 
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m? WA CCM) 中 在 点 x 处 的 值 为 零 的 函数 构成 的 极 大 理想 . 设 
- N mi. 
BRAM», 对 和 任意 的 1e CM), WM 
gru, gh gec "*(M), 
是 CM) 的 一 个 导 子 ， 所 以 对 任意 的 p > 0, 有 {i,m?}C mT!， 
并 且 {fs ms}Cmx。 这 说 明 mz 不 但 对 结合 代数 结构 是 c(l 
的 一 个 理想 ,而 且 对 由 Poison 括号 所 定义 的 Lie 代数 结构 也 是 一 
个 理想 . 于 是 我 们 可 以 定义 商人 代数。 我 们 把 次 代数 
J COM) = CCM)/m: 

称 为 点 * 处 的 射流 Gee) 代数 。 它 是 一 Lie 代数。 我 们 仍然 把 
JM) 的 Lie 代数 括号 称 为 Poisson 括号 并 记 为 {,}. 

10.4. 8. (0), RAJ: M) E Lie RA JM) PRAWE 
想 . 

I. (RIR TRE JM) 的 理想 。 我 们 证 明 J-M) 中 除 
(0) 和 尺 外 仪 有 的 理想 是 LM) KẸ. 为 此 ， 在 * 的 某 一 邻 域 
内 选 定 在 点 * 处 为 零 的 辛 坐标 系 ， 于 是 就 把 所 考虑 的 畏 形 化 为 车 
BERE (R™,w) 在 原点 处 的 函数 射流 代数 CR), OX BE y= 


> dxi 人 dxn+i 是 标准 辛 结构 。 作 为 结合 代数 ，Jo(R”) SATX 


于 rottia tm 的 形式 序列 代数 (lalgébre des séries formelles en 
9 in zi 


j= $5 f» eB pm Pop EPs, 
pl p» 
则 
$A g}= 2 {fps Ea}. 
s LL d 


设 % 为 Lie JURE J, CR) 的 一 个 不 包含 于 R —P, 中 的 理 


m. 因为 (xi, a1 Ca, i=l, >t, 7n, a ERS, il, 


…,2n， 的 作用 下 不 变 ， 于 是 a 中 至 少 含 一 个 这 样 的 元 素 
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h= Mh, h€P., 
P»0 


其 中 如是 中 的 非 零 光 案 。 FERS 
g> 4h, £g) gE A (7), 
EIR”) 的 一 个 满 同志 .事实 上 , 若 
g= D, g€AG?), 


p20 


Ji] (4, g} Æ P, PRIME 
(^, gl — {his gea) 十 i^, gr} Mcd Ua. g). 
于 是 根据 引 理 102, 对 任意 的 


= 5 fE JCR”), 
?0 


我 们 可 以 逐步 地 定义 gp 使 
k= (A, ge) 二 (ha; g} 


对 任意 的 + 成 立 . 令 g= De 则 有 {4, g} — f. 但 是 46o， 


所 以 f€a. 由 的 任意 性 便 得 a 一 JR), 证 完 . 
设 X 是 流 形 M 上 的 一 个 向 量 场 , 则 Lie 导 子 
8(X); 1 XJ 
保持 mz 不 变 , 通 过 作 商 , 便 在 射流 代数 J.(M) 上 诱导 出 一 个 导 子 
JX), 我 们 称 它 为 向 量 场 X 在 点 * 处 的 射流 Ge). E M, o) 是 
一 辛 流 形 , 则 下 面 的 两 个 鼎 射 
j> H; 和 XH>J(X) 
的 复合 鼎 射 是 一 个 从 Lie 代数 C<(M) 到 由 JM) 的 导 子 构成 的 
Lic 代数 内 的 一 个 同 态 。 因为 任 一 辛 向 量 场 都 在 * 的 某 个 邻 域 内 . 
与 一 Hamilton HEZEA, MUAS > JH) 的 象 是 
FARREA * 处 的 射流 Lie 代数 . 若 je zz?， 则 有 
H,C"(M)Cm$, 
于 是 JAH )=0. BAFE, 我们 得 到 从 Lie 代数 J.CM ) 到 辛 向 量 
场 在 点 * 处 的 射流 所 构成 的 Lie 代数 上 的 一 个 满 同 态 。 若 fe 
C"(M)B. (0H) = 0, 则 有 HC"(M)Cm?, 于 是 对 所 有 的 ge 


e $5 « 


CM) 都 有 U.g)emz. REW 了 一 Kz)e mz. TE, 40D 
是 常数 fx) 的 射流 。 总 起 来 ,我 们 得 到 一 正 合 序列 
(0) — R — J.(MD) — HCCM , wo))— 0. 
105. $8. — 辛 流 形 上 所 有 辛 向 量 场 在 某 一 点 处 的 射流 全 体 
构成 的 Lie 代数 是 一 单 Lie 代数 . 
证 . 因为 J:(5CM,w)) BEF JMR, BrUGXA für 3c 
际 上 是 命题 10.4 的 另 一 种 叙述 形式 .证 完 ， 


$1L 辛 流 形 的 子 流 形 


设 (M, o) 是 一 辛 流 形 并 设 N 是 村 的 一 个 子 流 形 . 车 xc N， 
W T:N 是 六 向量 空间 《TM, 0.) 的 一 个 向 量子 空间 . 

11.1. X. FÉ (M, o) 的 子 流 形 N 称 为 是 迷 向 子 流 形 
《或 余 迷 向 子 流 形 ，Lagrange 子 流 形 。 辛 子 流 形 )， 如 果 对 任 一 
x€N, ZE TN 都 是 辛 空间 (7 , wx) 的 一 个 迷 向 (或 余 迷 向 ， 
Lagrange， 辛 ) 子 空间 . 

对 于 从 某 一 流 形 P 到 辛 流 形 《M， o) RABA HS, REHE 
使 用 局 样 的 术语 ， 例如, BAHH p: P— M RH Lagrange BÉ 
人 ,车 对 任意 的 y €P, o" WTP BO (Tu M vou) IB — A 
Lagrange FRN. 

不 论 (M, o) FAEN ERR, REHA, Lagrange 的 
或 是 辛 的 , @ 在 N 上 的 拉 回 w1N 都 是 一 常 秩 2- 形 式 ， 若 N 是 余 
ERI, N o |N 的 秩 等 于 2 dimN 一 dimM, ÆN EMH Lagrange 


子 流 形 , 则 dim = 二 dimM。 

设 NN 是 村 的 一 个 子 流 形 , i; N -> M 为 内 射 , 则 7M 的 逆 象 是 
底 空 间 N 上 的 向 量 从 , 我 们 把 它 记 为 TuM. 对 任 一 z EN, TyM 
在 点 * 上 的 纤维 可 等 同 于 T。M， 从 而 它 具 有 一 辛 向 量 空间 结 


Fs. 把 TN 看 作 TwM 的 一 个 子 向 量 从 ,并 把 TM 的 在 点 x 上 的 
MEE CTN 的 子 向 量 从 记 为 TN+. 于 是 ， 为 使 子 流 形 NN 是 迷 
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向 的 【或 者 余 迷 向 的 )， 充 分 必要 条 件 是 TNCTN- (X; TND 
YN+); 为 使 N 是 Lagrange 的 ， 充 分 必要 条 件 是 TN = TN; 而 
车 TNNTN+ = 《0)、 则 NN 是 辛 子 流 形 ， 

11.2. 扩充 引 理 (AA，Weinstein). 设 M 是 一 25 维 流 形 ,N E 
革 的 一 个 团子 流 形 .。 设 wo, 是 上 的 两 个 辛 结构 ,它们 在 
A(T&M) 上 的 限制 相同 。 则 存在 NN 在 MM 中 的 两 个 开 邻 域 gs 和 
Us AEM U 到 UU 上 的 微分 同 且 qu 使 和 在 N 上 的 限制 是 恒 等 
映射 旦 Uh = et(o,). 

证 . 我 们 需要 引用 Poincaré 引 理 的 一 个 一 般 形 式 (参看 文献 
1293): 因为 N 是 闭 于 流 形 ,所 以 存在 NN 在 计 中 的 一 个 升 邻 域 VY 和 
VY 上 的 1- 形式 8 使 8 在 TwM EAH d8 = 《wo 一 w)IV。， 记 
A RX MM 到 R 上 的 投影 映射 为 :， 把 村 上 的 微分 形式 和 由 投影 
所 定义 的 它们 在 R x M 上 的 拉 何 视 为 相同 鸭 , 刘 我 们 可 以 假设 

& = m + t£ (0, — c) € OR X M), 
这 个 微分 形式 在 R xN WEE- AKIRE 2n. 因而 在 
RR XW 在 RX 中 的 茶 一 开 邻 域 上 , 它 的 秩 也 是 2 ,我们 设 V 
是 这 样 的 一 个 开 邻 域 ， 因 为 R X V 是 R X N 的 一 个 开 邻 域 , 所 
以 我 们 可 选取 VA 使 得 了 CR x V. 根据 8 的 定义 和 V' 的 选取 ， 


我 们 知道 21V' 的 核 是 TV 的 一 个 由 向 量 场 所 生成 的 子 向 量 
A. Boo i(--) 68 一 0, 所 以 存在 Y ETUR X HE O0 
BIV. 而 且 我 们 可 以 选取 X 使 得 i(X)d: 一 0， 这 是 可 以 做 到 的 ， 


-因为 这 相当 于 选取 立 的 领域 上 的 向 量 场 使 它 依赖 于 参 数 :， 因 为 


8 在 TwM 上 为 零 , 所 以 向 量 场 其 在 尺 X N LEAF. TE, € 
在 [0, 1] XN ZER X M 中 的 一 个 开 邻 域 币 和 可 微观 身 
中 : W — RX M, 
8 8 
(i) ge 27 (X+ 2) ?Q, 


Ci) (0,2) — x, 对 V(0, 3) € w. 
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注意 到 在 0 (pCW)) 上 ,条 件 (i) 等 价 于 
8 * ax ro 3 
e( 2) og 9 e(x * 2) 
把 它 应 用 到 函数 :上 得 
* (199) — 1, 


于 是 在 [0,11XN 的 某 一 邻 域 上 有 rp 一 (SEFA). 


mas 1 


X(a,r) 


R 


对 任意 的 ze N, 根据 扩 的 定义 知道 ,有 * EMDEN 
dA V,dER [0, 11X V,CW. 于 是 有 NN 在 M 中 的 开 邻 域 U, 使 得 
L0, 1]XACW. XH££— a€[0, 11， 定 义 从 U 到 区 内 的 映射 p。 


为 

Pla, x) = (o, pAx)), V. EUn. 
RARER U。 上 的 微分 形式 族 pro) 不 依赖 于 .注意 到 该 微分 
”形式 族 实 际 上 就 是 


i (2) {dr Ap* (2), 
用 8 (2 作用 得 
(2) (Eanan 


= (2)(an«( x)" ) 


. $8 5» 


=o (30 
— 9*6 ( x4 2-)a 


= p* (di( X)ó + c, — o) 
= dB + ©, — w= 0. 
所 以 ea) ABT AÉS a.ac[0,1], Ma 
pt (a) = p? (o). 

N28 p 是 恒 等 映 射 ， 所 以 我 们 有 pilo) = o, ERER, 
qi EM (Uos i.) Pi Cp CU), e) 上 的 一 个 同 构 ， 又 因为 X 在 
RXN 上 等 于 0, 所 以 p 在 六 上 的 限制 是 便 等 映射 ， 证 完 . 

注 1. 由 于 我 们 假定 了 cs 和 wm ÆA TrM 上 相等 而 不 仅仅 是 
在 NTN 上 相等 ,所 以 我 们 能 够 在 立 的 某 一 邻 域 上 选取 1- 形式 加 
使 48 — «x 一 wi: 并且 我 们 可 以 选取 这 样 的 8, 使 得 不 但 对 任意 的 
LENA 8: 一 0， 而 且 8 在 NN 的 任 一 点 处 的 一 阶 射流 也 等 于 
S. 当 8 具 有 这 些 性 质 时 ， 相 应 的 微分 同 胚 ,就 给 出 一 个 在 
TaM 上 为 恒 等 喘 射 的 切 从 映射 pgT (参看 文献 [291). 

ik2. 把 引 理 11.2 应 用 于 N = {x*}。 则 可 推出 在 点 xe M 的 
某 一 邻 域 上 存在 辛 坐 标 系 . 

1L3. $H. i$ (M, o0) 是 一 辛 流 形 ,是 (4M，o) 的 一 个 闭 
的 Lagrange FRW, 则 对 任 一 点 x EN, 存在 * 的 开 邻 域 了 和 了 
上 的 辛 坐标 系 yit X 使 得 NOV 是 『 中 满 吕 yeee 
y, 7 0 的 点 集 . 

证 . 事实 上 , 设 已 是 * 的 一 个 开 邻 域 且 设 muc xz 是 UU 上 
的 坐标 系 使 得 对 NNU 中 的 点 ,等 式 n 9 mo —x,— 0 


立 。 把 引 理 11.2 应 用 于 辛 结构 s lU 和 o 一 > dziA 人 
Fel 


dxn+is 便 得 到 具有 所 求 性 质 的 辛 坐标 y; ~ pa) 证 完 . 
辛 流 形 的 Lagrange 子 流 形 在 辛 流 形 理论 中 占有 重要 的 地 
位 ,许多 内 容 的 讨论 都 与 它 有 关联 。 我 们 先 来 看 几 个 例子 ,然后 给 
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H-A Ex p NL AE 子 流 形 的 基本 方法 ， 

Pil (MH, o) 是 一 2 维 弟 流 形 , 则 它 的 所 有 Lagrange 于 
WEE gg. A dus x ER. 因为 2 是 反对 称 形式 , 所 以 MM 的 
任意 一 条 曲线 都 总 Lagrange 于 流 形 . 

例 2 (R", 9)89 Lagrange 子 流 形 。 我 们 设 scc tin 
是 R” paysage (ud 
e 一 > dxi A dx, i. 
iUER'BW—TAREBX 
p: ri Gn). ps 
EM Už R NiS—T STORE RE. S 
No = l(x, p(x)):z EU}, 
则 N。 称 为 p 在 Ux RCR” 中 的 图 形 。 为 使 ws E (R^, w) 
的 一 个 Lagrange 子 流 形 , 充 分 必要 条 件 是 浸 和 人 
x xr, eG»), r€U, 
EEA. 这 个 条 件 可 以 表达 为 


eNews = (J. 

换 名 话说 ,为 使 N, 为 一 Lagrange FHE, 充分 必要 条 件 是 1- - 形 

式 £ pidr; € — WE X. 和 如果 pidxi JG JE — ETE f: U — R RS 
d= ' $91 


全 微分 ， 则 它 当 然 就 是 闲 的 。 在 这 种 特殊 情形 , RIII f 为 
Lagrange 子 流 形 N, 的 一 个 生成 函数 . 
设 
p: Cx, 7 (hs, »» ^s» CACR »» 
EMU x R” 到 R" 内 的 一 个 可 微 映射 。 我 们 利用 几 定 义 一 个 映 
$i é 
$: (s, y» ^r Cr, yc 6,5), (x,y) EU XR”, 
出 多 是 从 UxR"SUKEBBSUWTTUERM. fe p E EAE 
(U x R", p) 的 一 个 自 局 态 ,充分 必要 条 性 是 
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»3 dx; Addo; = 0. 


这 相当 于 要 求 p(x, y) KERT 9 并 且 3 duds; 是 U 上 的 闭 形 
A. 车 少 满足 这 两 条 , 则 d EFWE x R', @) 的 一 个 自 同 构 . 
反之 , 车 D) ddr 是 U 上 的 任意 一 个 闭 的 微分 1- 形 式 , 则 我 们 可 


以 利用 dx; 的 系数 ACG — 1,0) 来 定义 上 面 的 出。 从 而 得 到 
(U X R", g) 到 其 自身 上 的 一 个 同 构 。 于是、 在 忆 上 的 闭 的 微分 
1- 形 式 加 法 群 和 辛 流 形 (U X R*, o) 的 保持 纤维 R^ 不 变 的 自 同 
构 群 之 间 存 在 一 标准 局 构 ， 该 自 同 构 群 的 元 素 限 制 在 纤维 
{x} X R* 上 是 一 平移 变换 。 相应 的 Lagrange 子 流 形 Ns 是 
Lagrange 子 流 形 U x (0j iE TUS. 

114. QE. 设 (M. w) A CM;, 0) 是 两 个 辛 流 形 ， P: 
M, 一 M; ARN, Wy 是 一 辛 流 形 同 态 的 充分 必要 条 人 竹 
是 : 9 的 图 形 

lc, p(x*)): zE M} 

是 辛 流 形 (Mi o) X (Mas —0) 的 一 个 迷 向 子 流 形 ， 

Xt. 事实 上 , 设 旬 是 由 映射 

+> (x, pr)), x € Mi, 
所 定义 的 M 到 M, X 要， 内 的 漫 信 , 则 我 们 有 
$^ (PrtGo,) — tr1(0))) = o, — p(w). 

TEeIEEWUEIBESSSEULT e KEKE (Misa) X (Mi, —w) 的 
一 个 迷 向 子 访 形 。 证 完 ， 

25 dimM 一 dim M,, WA (Mi, c.) BI CMa, c) 内 的 一 个 辛 
流 形 同 态 的 图 形 是 (Ms) X (Mi,—:) 的 一 个 Lagrange F jit 
É, 因为 这 时 该 同 态 的 图 形 是 《Mai:eo) X (Mi, 一 om) 的 一 个 维 
数 为 dimM, 的 迷 向 子 流 形 . 但 是 (Mi o) X (Mi) 的 
Legrange FARER EER ASKEEK. 

用 收编 法 构造 Lagrange FRE. 设 (M, 0) 是 一 辛 流 形 ， 
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NCM 是 M 的 一 个 余 迷 向 子 流 形 。 又 设 (M' o) 是 另 一 辛 流 形 ， 
p: N—M' 

&—TBAS 

pw) = o|N. 
因为 N 是 一 余 迷 向 子 流 形 ， 故 wlN 是 常 秩 的 ， 所 以 根据 命题 8.3 
的 推论 ,我 们 总 可 以 找到 这 样 的 一 个 辛 流 形 《M', ww) RI TRA 
9 使 得 它 在 六 的 某 个 点 的 某 一 邻 域内 满足 上 面 的 条 件 ， 

设 工 为 (对 ,wo) 的 一 个 Lagrange 子 流 


LA 形 .我 们 假设 二 和 入 有 一 个 “适用 交 ” (bonne 
AP. intersection), B 


ae. (1) LAN 是 M 的 一 个 子 流 形 ， 
| (2) TLAN = TLNTN. 
ps 设 x ELNN. A T.N 是 (TM ,ws) 的 一 
aw 个 余 迷 向 子 空间 , 所 以 子 空间 T:LNTsN + 
TN+ 是 (TeN, Co| N),). 的 一 个 Lagrange 子 空间 (命题 1.5). 
因为 


是 一 满 射 且 
所 以 子 空 间 


ps: T:N 一 Ta 
g*(o') ~ wlIN, 


ei (TSLN TN + T.N?) 
是 (TpwyM', wgn) 的 一 个 Lagrange FRA. 但 是 
TN*CKerg? H TLNTN = TALNN), 
于 是 对 任意 的 x€ M，qgT《Te(LNN)) 是 
(Tuo M', oue) 

的 一 个 Lagrange 于 空间 . EBAT PELAN ERR SIRE FX 
二 dimM' 的 ， 在 N 的 局 部 上 ， 该 限制 分 解 为 天 M， 内 的 一 个 
d'unc üsuietsion Lagranipeope dani M^). 

于 是 ,对 任意 的 xe LON, FE x EN Tha—^ AUR i8 
plv) RE CM', o) 的 一 个 Lagrange TUE. 我 们 把 这 样 构造 出 
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XBJ CM', o) 的 Lagrange 子 流 形 称 为 是 E Lapang TOHUUÉL 
收缩 而 得 到 的 . 
下 面 我 们 来 看 一 个 例子 。 


91. 设 
zj—xjddya >l, entl, 


ECY 上 的 自然 坐标 并 设 

h= > days, 

1=1 

是 标准 Hermite 型 ,5 的 虚 部 是 

= 之 dx, A dy; 
RECH 上 的 一 个 辛 结构 ， Ri 0264. CHNO 到 投影 空间 
CP* 上 的 标准 投影 , 则 由 $6 中 的 例 5, 可 知 在 CP* 上 存在 辛 结构 w 
使 得 | 

P*(o) alan 二 之 dx; A dy; t RU 2j (xidy; — yidxi), 


其 中 r= Jizak SU" 为 由 + 二 1 pr 因为 它 的 
J 


余 维 数 等 于 1, 所 以 它 是 Coon, 一 如 dni N dy) 的 一 个 余 迷 向 于 


流 形 .我 们 有 
P'Co)| St mx -5 dx, A dy;| S?"*t, 


i 

把 ?限制 在 ST" 上 ,我 们 就 得 到 利用 辛 流 形 

(C+,— 5 dxiNdy) 
的 Lagrange 于 流 形 用 收缩 法 构造 CP" 的 Lagrange 子 流 形 所 需 
要 的 条 件 。 例如 ,若是 辛 空间 

(eH, 2; xj y) 

的 一 个 Lagrange 向 量子 空间 , 则 它 是 辛 流 形 

(ct, — Dy dri dy) 
的 一 个 Lagrange 子 流 形 , 而 且 它 与 SH ED S" RE n 维 
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球面 , 

标准 投影 映射 了 在 ENS” 上 的 限制 是 一 漫 人 人 , 通过 和 作 商 ， 
由 它 可 以 得 到 一 个 从 由 所 决定 的 实 投影 空间 到 CP^ 的 基 一 
Lagrange FRIE LARARE. 

Poisson 括号 和 余 迷 向 子 流 形 . 设 CM, w) 是 一 辛 流 形 且 设 
NË (M, ol) 的 一 个 余 迷 向 子 流 形 。 车 函数 fc C~(M) TEN E 
的 限制 是 一 常数 , 则 对 任 一 向 量 ve TN 有 

CCH; Jo) Ce) = dfr) = 0. 
于 是 对 任意 的 xEN 有 (HD)(x) € TNT. 因为 六 是 余 迷 向 的 ,所 以 
有 TN'CTN, TRXHEXIS «HE (H) € TN. MA, REN 
上 为 常 数 的 台数 所定 义 的 Hamilton MRH SNE. 

现 设 f, gE C"(M) E fg 在 N 上 的 限制 均 是 常数 那么 ， 

因为 Hi SN YJRUI,BTUUSEEEXKRS x € N 有 

{1, g} GO = (Hig) (3) = 0. 
这 说 明 M 上 的 所 有 限制 在 上 为 常数 的 可 微 函 数 在 Poisson 括号 
下 构成 COM) 的 一 个 Lie 子 代数 . 

我 们 现在 进一步 假定 立 的 余 维 数 是 太 设 

hos h E COM) 
是 一 组 在 X 上 等 于 零 且 在 六 的 所 有 的 点 上 都 有 
dA A- Adj, = 0 
的 函数 , 则 对 任 一 xe N, 向 最 
Gn) G), tts (Hi )(x) 
是 TsN+ 的 一 组 基 而 且 了 xN 是 (7T:M， ws) 中 由 
(CH,)(x),***, C003) 
所 张 成 的 子 空间 的 正 交 补 . 

XHA. Lagrange 叶 55 Mj (feuilletages). Ut (M, c) 是 一 六 
WEEZER TM 的 一 个 可 积 子 从 ， 我 们 假定 号 是 Lagrange T 
JA, AERE UE, OS BIB HU € M, E, WECM, ws) 的 一 个 
Lagrange FER. Hb PR-MBJ—^ T WUE, PETS: 

(i) T,P—E,, Vx€P, 
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G) 在 包含 关系 下 ，P 了 是 M 中 所 有 满足 (i) 的 子 流 形 所 构成 
的 集合 的 一 个 极 大 元 ， 
列 我 们 称 为 也 的 一 片 积分 时 子 ， 因 为 互 是 一 Lagrange 于 
从 ,所 以 E 的 每 一 积分 叶子 都 是 CM , 0) 的 一 个 Lagrange. 子 流 形 ， 
我 们 说 EE 在 (M, o) 上 定义 了 一 个 Lagrange 时 结构 . 
” 试 证 明 ; A3 X,Y 是 互 的 两 个 可 微 裁 面 , 则 在 M 上 存在 唯一 
的 一 个 向 量 场 YxY 使 得 对 M 上 任意 的 向量 场 Z 都 有 
oftVey。z) — Xo(Y, Z)—w(Y,[X, ZD, 
ME v.Y 是 E 的 一 个 截面 。 并 证 明 ， 对 EB 的 任意 两 个 可 微 截 而 
X,Y ,有 ( 参 君 文献 [281) 
VxY — VyX = [X, Y], 
Vx(VyZ) — VY(VxZ) = VixiiZ, 
其 中 2Z 是 M 上 的 一 个 向 量 场 . 
由 此 导出 ， 对 的 任 一 积分 叶子 P、 在 P 上 存在 一 线性 连 络 
Y, 它 的 曲率 和 搁 率 都 是 零 , 并 且 可 以 这 样 来 刻 划 它 ， 若 X 和 YY 是 
的 两 个 可 微 截面 , 则 
| VxliCY lp) 一 《VYxY)1。 
我 们 将 在 $12 FARRA ARH H Lagrange 时 结构 的 例 
子 . 
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第 三 章 x 切 从 


$12. Liouville 形式 和 余 切 从 上 的 标准 辛 结构 


在 这 节 里 ,我 们 用 了 来 表示 一 个 流 形 , P 上 的 余 切 从 用 T*P 表 
T. EA TP EER r € P 处 的 纤维 了 T#p 是 向 最 空间 TP 
HHBE, TP 中 的 元 素 是 点 > 处 的 余 切 商量 。 我 们 分 别 用 v 
和 zw 来 表示 向 是 从 TP 和 了 T*P 在 P 上 的 投影 。 我 们 用 了 (Te*P) 


来 表示 余 切 从 TIP 上 的 切 从 并 用 m 表示 T (T*P) ER 25 E T*P 


上 的 投影 。 把 xs 所 定义 的 切 空 间 喘 射 记 为 rko 则 
xi; T(T*P)—TP, 


不 难看 出 下 面 的 图 是 可 交换 的 
T (T*P) 
& mk 
T*P TP 
M. ss 


pi vi> Gn), z&(0)), v€ T (T*P), 
是 从 T CT*P) 到 纤维 从 积 
T*P x TP 
内 的 一 个 可 敏 映 射 , 按 通常 的 方法 ,定义 从 
T"P x TP 
到 尺 内 的 映射 s 如 下 : 
qi: (Es 5) > EQ, (5, e) € T*P x TP, 
则 o, 也 是 一 可 微观 射 。 gp 与 qu 的 合成 映射 pep 是 从 T (T"P) 


到 下 内 的 一 个 可 微 映射 , 它 在 每 一 纤维 Te CT*P) CE T*P) 上 的 . 
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限制 是 线性 映射 ,因此 , 它 是 流 形 TP 上 的 微分 1- 形式, 这 是 一 个 
十 分 重要 的 1- 形式 。 为 方便 起 见 , 若 (#,w)€ T*P x TP, 我们 
把 实数 Elu) 1375 (5, u). 

12.1 定义 在 余 切 从 了 *P 上 定义 一 个 微分 1- 形 式 c 如 王 : 
对 任意 的 se T(T*P), & . 

(12.2) a(o) = GG), n G)). 
RRIEK a W T"P 上 的 一 个 Liouville 形式 。 

BA, E af TP 上 的 Liouville 形式 , 则 有 

kera D kerzi. 

把 T(T*P) 中 满足 si(0) w= 0 的 向 量 RAEAN. FÆ, 
Liouville 形式 在 T(T*P) 的 垂直 向 量 上 为 零 ， 

设 和 是 忆 上 的 任 章 一 个 向 量 场 , 我 们 利用 和 来 定义 T*P 上 的 
一 个 可 微 函 数 fx 如 下 : 

fal E) = (5, X(xa(E))), VEET"P, 
其 中 X G0) 代表 向 量 场 X 在 点 ra (2 €P WÈ. FTE fa—0 
M BO X 一 0。 所 以 映射 
| F: X> fx、X 是 P 的 向 量 场 ， 
是 一 实 线性 内 射 。 它 的 象 是 C”(T*P) 的 一 个 子 空间 , 这 个 子 空 
闻 的 每 一 函数 在 T*P 的 纤维 上 的 限制 都 是 线性 和 的、 若 ge C*(P) 
且 若 XxX 是 P 了 上 的 一 个 向 量 场 ,网 有 
fex = (gory)fx. 
设 U 是 P 的 一 个 开 集 ,x,，-…, x。 是 UU 上 的 坐标 。 令 


V; —la£4—l.n 
Fr 
则 函数 组 . 
(rionrs), 5e (Lays Yis ttt Yas 


是 e (U) = T*U 上 的 坐标 。 为 了 简化 沁 号 ,下 面 我 们 把 CCP) 
中 的 元 素 8 SAF CCO(TUP) 中 的 元 素 goxs*。 根 据 这 一 假定 ， 
Xis 9 


就 是 QU) 上 的 坐标 。 若 向 量 场 X 在 U 上 的 坐标 表达 式 是 
e 67 。 


则 在 <z(D) 上 有 
(1.3) k= 5 aiyi, 
对 任意 的 ee P. EC TIP 和 v TTP), 我 们 有 
o) = $c» (2), 
从 而 ,利用 m) 一 得 
e) = Go» X0) = 2 s Dein. 


zh so) - (5 (2) ). 但 是 ， 


dx; (x&(v)) = (n$dxi) Cv) 
= (d(xjon4)) (o) 
= dxi(e), 
所 以 在 QU) 上 我 们 有 


(124) a= Y ys. 
fm] 


12.5. QE. ikoa ERIA TIP 上 的 一 个 Liouville 有 形式， W 


2- 形 式 o= — da 是 T*P 上 的 一 个 辛 结构 。 


证 。 事实 上 ,根据 (12.4)， E Xi» 1775 Xa 是 了 的 一 个 坐标 邻 
域 U 上 的 坐标 ， 则 在 x4 (U) 上 有 坐标 Xin Xas Yis 9 Ys 


使 
o 一 > dx; A dyjs 


于 是 wo 在 也 的 每 一 点 处 的 秩 都 是 2. XB BER, 


所 以 它 是 一 个 辛 结构 。 证 完 . 


我 们 称 2- 形 式 o 一 一 da 为 7*P 上 的 标准 辛 结构 , 设 UC 


P 是 P 的 一 个 坐标 邻 域 ， Xi» "r$ To 是 如 上 的 坐标 , 则 


xj xm. 和 yita Ped... 
esl 


是 za(UV) 上 的 辛 坐标 。 我 们 把 它 称 为 了 *P 上 由 坐标 n. n. 
诱导 出 的 局 部 辛 坐标 ， 

标准 举 结 构 在 经 典 力 学 中 起 着 很 重要 的 作用 ， 利 用 Legendre 
变换 使 我 们 能 把 某 一 切 从 TO 上 的 Lagrange 动力 系统 (参看 $9， 
全 1) 换 为 具有 标准 辛 结构 的 余 切 从 T*0 上 的 一 个 Hamilton 向 
量 场 《 参 看 文献 [2])， 

我 们 知道 ， 流 形 了 上 的 任意 一 个 微分 1- 形 式 对 应 着 向 量 从 
T*P 的 一 个 可 微 截 面 。 对 任意 的 8€ G(P)， 我 们 把 相应 的 截面 
ji» g. 

12.6. 命题 。T*P 上 的 Liouville 形式 o 可 用 下 列 柱 质 来 刻 划 : 
对 P 上 任意 的 微分 1- 形 式 有 
l 82a ( -—8*(a)). 
W. Wb 4c T,P HUE ge Q(P). WA rof REP HS dB 5 
射 ,我 们 有 
(1987) Cu) — v. 
另 一 方面 ， 因 为 
i mof = Box, 
于 是 由 公式 (122) 得 
(ae) Cu) = (987) () (no 到 ) (4)? 
= (BG, u) 一 fu), (x 一 n.(2)). 
于 是 证 明了 =a. 又 因为 对 任意 一 点 SETIP, 切 空 间 
T,CT*P) 由 这 样 的 向 量 77 (TP) 生成 ,其 中 86 Q'(P) H 860— 
E, 所 以 4 由 等 式 8 一 ao 所 唯一 确定 。 证 完 ， 
设 P 和 0 是 两 个 流 形 ,并 设 
p: P—-*0 
是 一 可 微 献 射 。 十 而 我 们 假定 9 在 局 部 上 是 一 微分 局 有 是。 于是， 
HERH eP, pr? RJ TPE Tao 上 的 一 个 同 构 。 于 是 我 
们 有 逆 局 构 
(pi): Tanp TP. 
LERAAR RAER EA T AA 
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T*p: 了 yp 一 > 了 tvO。 
于 是 我 们 可 以 定义 一 个 从 T*P 3j T*Q 上 的 可 微 映射 T*p， 使 
T*g 在 每 一 纤维 T3P 上 的 限制 就 是 上 面 的 Txp。 

于 是 ,对 任意 的 *EP, uc T,P RIECTIP, RIA 

(12.7) (Cr*oX(E), plu) = (6, u). 

£ perO), WA 
((T*y) (9*8). 9 ()) — (Cota u) — (Bus v (2). 
于 是 有 ， 

(T*o)9(9*8) — joo. 
12.8. M. IS PRIORWBIT WE, ap 和 we 4 Y) J& T*P 和 
T*O 上 的 Liouville 形式 。 设 
p: P—0 
EFREN H e ZERO SR. LERO RE, RUE 
ap = ag 9 (T* T, 
Xt. EXE, H (12.2) 和 (12.7)，、 对 任意 的 ce T*P 和 
e € T((T*P) 有 
(ago (T* o) )(») 
— (Guo(T*9)) (v), G&o(T* p) (0) 
= ((T*p) (E), (oxi) (25) 
— 《ES ni(v)) 
- Gn(v), n1(9)) = aply). 
所 以 等 式 成 立 。 证 完 。 

kit. T*o: T"P—9T*Q 是 一 辛 同 态 。 

例 ， 利 用 作为 辛 流 形 的 余 切 丛 ,我 们 就 得 到 一 批 Lagrange t 
结构 的 例子 。 事 实 上 , 设 P 是 一 流 形 ,我 们 取 标 准 举 结构 使 T*P 成 
为 辛 流 形 。 取 P 的 一 个 坐标 邻 域 吕 , WE r ersan Æ U REBR, 
则 在 T*P 的 子 流 形 (U) EA H m... 诱导 的 辛 坐标 
Xttt. Xa, Jas 10 Ya. HV QU) 看 作 辛 流 形 。 令 

E 一 a kerdx;, 


MEE T(eS(U)) 的 一 个 可 积 Lagrange FA, sz (U) 的 每 一 
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纤维 空间 都 是 五 的 一 片 积 分 叶子 ,并 且 是 e (U) 的 一 个 Lagrange 
FHU EE (QU) 上 定义 了 一 个 Lagrange 时 结构 。 


$13. RWA LIFA 


在 这 节 中 , P 表示 一 个 流 形 , a 表示 T*P 上 的 Liouville 形式 ， 
o 表示 标准 辛 结构 一 4a。 设 也 是 己 的 一 个 坐标 邻 域 ，z xn 
是 U 上 的 举 标 。 设 rttr aas Yccoco Yn 是 由 n.o 0, 诱 
导 的 rpU) LOFER., € 
.0 
C = 2a 
Mc pU) EHS— T EIER iC 一 0, 即 C 是 一 全 
直 疝 量 场 。 显 然 , 我 们 可 以 在 P 上 定义 一 向 量 场 ,使 该 向 量 场 在 局 
部 上 具有 上 面 的 表达 式 .我 们 仍 把 这 个 向 量 场记 为 C。 
13.1. 引 更 。 符 号 不 变 , 我 们 有 
.iC)w ~= —o, i(C)a — 0, 
0(C)a — a, 8(C)o = c. 
证 。 为 验证 第 一 个 式 子 ， 可 以 选取 局 部 辛 坐 标 4.11. xy 
% … E 使 < 一 zi yid; (参看 $12)、 然 后 直接 计算 便 可 . 
利用 第 一 式 有 
| i(C)a m —i(CY m — — w (C, C) = 9, 
因此 第 二 个 式 于 成 立 。 又 利用 已 证 的 一 ,二 式 有 
8 (C)a = di(C)a + i (C)da = — (C jo = a, 
因此 三 式 得 证 最 后 ,利用 fod 一 499 得 M 
6(C)e = — 0(C)da = —d0(C)a = — da = w, 
WE. 
13.2. 引 理 .对 P 上 任 一 向 量 场 XxX 都 有 
cir Lu fx. 
这 里 jx 如 人 2 所 定义 。 
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证 。 我 们 利用 公式 (12.3), 在 P 上 选取 局 部 坐标 sots 
和 7 了 7*p 上 的 局 部 辛 坐 标 x2 tas coco Yes. 使 在 局 部 上 有 


fx = asy» 


其 中 a; 是 P 上 的 函数 在 T*P 上 的 拉 回 ， 由 C 的 定义 有 Ca 一 0， 
因此 
Ch = Dy aiCyi = fs. 


use. | 
13.3. 命题 ， 设 X E T*P 上 的 一 个 辛 向 量 场 , 则 
G) 向 量 场 X-- [C,X] 是 一 Hamilton 向 量 场 而 且 
X + [C , X] > Ha: 
Gi) IC, X] 是 一 辛 向 量 场 
证 ,根据 引 理 13.1 有 G(C)o = o, I(C)o  —a, 所 以 我 
们 有 
X + [C, X])m 
= i(X)o + 9(C)i(X)o — £( X)8(C)o 
= (CX (0o | 
= di( Cyu(X)o + i(C)di(X)o., 
其 中 第 一 步 等 式 我 们 利用 了 第 二 章 的 公式 
i([X, YD — 9(X)os(Y) — i(Y)90(X). 
又 因为 
di(X) = OCX) — i(X)4, 
且 X 是 一 辛 向 量 场 ， 所 以 (CMAGODo 一 0。 再 利用 等 式 式 C) 
X) + IOXCC) = 0 得 
(X + [C, X10) = —di(X)(C)o 
= di(X)a = d(a(X)). 
FE X + [C, X] = Hay; 是 一 Hamilton 向 量 场 。 而 由 Hamilton 
向 量 场 的 福 质 ($9) 知 它 是 一 辛 向 量 场 ,于 是 [C , X1 是 一 辛 向 量 
场 . 证 完 。 
推论 1、 对 任 一 函数 fE CTP), ROA 
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a(H,) = Cl, IC, Hil = Becr-p。 
证 。 事 实 上 ,直接 计算 得 
e(H,) = i(H;)a = —i(Hji(C)o 
= i(C)i(H;)o = i(C)d, = Cf. 
再 很 据 命 题 13.3 有 l 
IC, Hj] = Hau, — H; — Herpe 
证 完 。 
推论 2， 对 任意 的 f.g€ C'(T*P), 我们 有 
Cif. g} = {Cf, g} + {f> Cg} — i. gje 
其 中 { ,} 是 Poison 5., 
证 。 事 实 上 ， 
C{f, g} = CC(H,£) = [C, Hile + H,Cg 
js icf 8) 一 i^ £g) uU. Cg). 
证 完 。 
对 任意 的 整数 r, 9 E, 是 C"(T*P) 中 所 有 满足 
Cf — (r +1) l 
的 函数 了 所 构成 的 集合 。 于 是 ， 册 EE, 的 定义 知 , E, RTE 
T*P 上 这 样 的 可 微 浮 数 ,它们 在 每 一 纤维 TIP 上 的 限制 是 + 十 1 
次 的 齐 次 多 项 式 , 因此 , 若 0 二 一 1, 则 我 们 有 E, 一 《0). 而 空间 
E-， 则 是 在 每 一 纤维 上 为 常数 的 函数 所 构成 的 空间 ， 也 就 是 
C”~(P) 的 所 有 元 素 在 TP 上 的 拉 回 所 构成 的 空间 . 和 任 给 两 个 整 
E ron 我 们 有 
E,E,C E... 
又 根据 命题 13.3 的 推论 2, 对 VI € E, VE E E, 有 
Cif, g} = Cr +1); 8) t (s+ 1f g} — 0.61 
- rci gl. 
所 以 
(E, EC Ena 
因此 ,所 有 E, 的 和 是 C~(T*P) 的 一 个 子 代 数 ,无 论 是 对 于 结 
合 代数 结构 或 是 对 于 由 Poisson 括号 定义 的 Lie 代 数 结构 都 对 ， 
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MECE 一 2- 分 级 Lie 代数 。 | 
设 S(T'P.o) EPERE (TP, o) LAESA. 对 任 
意 的 整数 r+, 记 5, 为 SCT*P, e) 中 满足 . 
[C.X]rX 
的 辛 向 量 场 X 所 构成 的 空间 . 
UH PARAR, titte x。 为 U 上 的 坐标 ， YQ» 
Xe» Yit» Ja 是 ra (U) 上 由 xx VRRRIBBRUSEAREA. E 
XES, HRE x, (CU) EXERSA 
Xe 人 + gi 2). 
于 是 ,在 T*P 的 开 集 (U) 中 ,由 C 的 定义 有 
[C, X]— 2t a 2n — 0 Br 
但 是 [C,X] =rX, MUA 
Cli rfj, C8i= (r+ 1)8i, i — 3, 
TEHE hA g BHE TPA, AT reU) 中 的 纤维 上 分 别 是 
+r 和 r 十 1 次 的 齐 次 多 项 式 函 数 。 特别 地 ,这 证 明了 ,车 
r< —1, Nj $, = (0). 
13.4. QM. ERK E 2 —LATEERERS f€ E,, 我 们 有 
H; € Sp. 
证 。 事 实 上 ,由 命题 13.3 的 推论 1 有 
[C; Hj] = Hern = Hy = rH. 
所 以 HES. EZ. 
13.5. 命题 。 对 任意 的 整数 7 > 一 1, 映射 
H: fi Hi, fec" (T*b), 
(参看 39) 诱导 出 从 E, 到 S, 上 的 一 个 同 构 。 该 同 构 的 逆 同 构 是 
a( X), X € S, 


Xm 1 
7 十 1 


证 。 事 实 上 , 若 fe EL WIS 
e(H;) = CÍ = Cr + Df, 
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因为 + > 一 1, 所 以 * 十 1 关 0， 所 以 该 映射 是 一 内 射 。 它 也 是 满 
射 ,这 是 因为 若 xes, We 
Cal X) = 6(C)i( X)a 

= (IC, X1)a + i(X)8(C)a 

= (+ + L)a(X), 
所 以 e(X)€ E.， 又 根据 命题 13.3 有 

Hawn =X+ [IC, X] 一 (1 十 >)X 

空间 5-, 和 5_,， 我 们 讨论 一 下 两 个 特殊 的 空间 : E 和 5.,. 
由 En 的 定义 不 难看 出 ，T*P 上 的 局 部 是 常数 的 函数 空间 
H(T*P, R) 包含 在 En 中 。 利 用 正 合 序列 《9.3) 


(0) 一 >Fe(T*p, R) —c*(T*P) -L- s(T*P, w) 
—>H(T*P, R) —(0), 

得 一 序列 

(13.6) (0) 一 > H'CT*P, R)—> Er S.H (TP, R) 

—»5(0). 

我 们 有 下 面 的 结论 ; 
13.7， 命题 .序列 (13.6) 是 一 正 合 序列 。 

证 。 根 据 命题 13.3, HERD XES 有 

Haw = 0. 

于 是 函数 (X) 在 局 部 上 是 常数 。 因为 上 在 T*P SERI EE» 
零 , 所 以 有 alX) 一 0. E XES, 且 X 在 H(T*P, R) 中 的 象 
为 0, 则 存在 fe C~(T*P) 使 H, — X， 又 根据 命题 13.3 的 推论 


1， 
CÍ — a(Hj) = 0, 


因此 ,序列 (13.6) 在 S, 处 是 正 合 的 。 现 证 映射 
SL—H(T*P, R) 
RESI. Qo 为 向 量 从 了 T*P 的 零 截面 。 EE oos, ETP ERA 
fe T Gr. TEAS 
H' (a4): HXP, R) —H'(T?P, R) 
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实际 上 对 任意 的 ;部 是 同 构 。 所 以 在 H(T*P, R) 中 出 现 的 每 
~- 上 同调 类 都 含 这 样 的 一 个 形式 *， 它 是 已 上 某 一 闭 1- 形 式 在 
(x,)* FTOR. 因为 C 是 一 垂直 向 量 场 , 所 以 C) 一 0。 所 以 
dixo T*P 上 满足 (X) =r 的 辛 向 量 场 , 则 有 
i([C,X]1)o = 9(C)r — i(X)8(C)o = —i(X)o, 

TEIC,X]I-—X H XES. MA r HEARRE S 的 某 
一 元 素 的 象 。 又 序列 在 B_, 和 H(T*P, R) 处 的 正 合 性 是 显然 

注 。 正 合 序列 (13.6) 同 构 了 于 下 面 的 正 全 序列 (0) 一 > 

E(P; R)—C*(P) -- Z(P)}—H{P, R) —(0), 
其 中 ZP) 是 P 上 的 闭 1- 形 式 所 构成 的 空间 , mm RM ZI 
—>H(P, R) 是 一 个 把 闭 1- 形 式 喘 为 它 所 代表 的 上 同调 类 的 映 
H. EXE, 我 们 定义 空间 OP) 到 T*P 上 的 向 量 场 空间 的 一 个 
标准 同 构 使 对 YYE TC(T*P) 有 

. [C, 了] 一 一 了 
AUF. 对 任意 的 8€ 8(P)， 定 义 T*P 上 的 向 量 场 Xe 使 
i(X5)o = (x4)* (8). 
这 个 映射 导出 Z1(P) 到 5., 上 的 一 个 同 构 , 把 它 记 为 p, 则 不 难 验 
证 下 图 是 一 交换 图 (习题): 
(0)—H'(T*P, R)—^E , -$.,—H'(T*P, R)—9(0) 
| TH(G) fTGO* to THO 
(0) —H'(P, R)—C7(P) —Z'(P) —H' (P, R)— (0). 

Lie 代数 E, MS. VE DO) 是 P 上 的 向 量 场 所 构成 的 Lic 代 

数 。 在 $12 中 ,我 们 定义 了 从 DO) 到 C"CT*P) 内 的 一 个 线性 喘 


EH 
F:XC—by, XE€D(). 


这 是 从 DCP) 到 E, 上 的 一 个 线性 空间 同 构 . 
13.8. 引 型 ， 我 们 把 CP) SAF EL. 则 对 任意 的 X€ 
D(P) 和 任意 的 ee CCP), 有 
Ux 8} = Xg. 
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dt, 事实 上 ， 设 XX Yit Ya 是 出 P pem 


标 诱导 出 的 T*P 上 的 局 部 坐标 ,并 且 设 
x- 2; Be” 
则 
fx = 2j a;i 
从 而 


" a 
Ux; g)7 2)" X 
因为 {Eos Eo}CE。， 所 以 Es 对 于 由 Poisson. 括号 所 定义 的 
代数 结构 是 一 Lie 代数 ， | 
139. 命题 。 从 DC) 到 E, 上 的 同 构 


F: X> fx 
是 一 Lie (39 e] A. 


证 ， 事 实 上 , 设 X, YEDE), ge C"(P), N 
(Us, fy}, g} 
- {fz {frs h = ix Us gh 
= X(Yg) — Y(Xg) = IX, Yle = lf £l. 
这 里 , 网 引 理 13.8 一 神 ， 我 们 把 CP) 等 同 于 E. HFE 
可 知 ,在 局 部 坐标 下 有 
Uxs hy} 一 an= 256. 
办 此 ,由 上 面 的 计算 可 知 
Ux; fr} PE Tun 
$T Lie 代数 C"(T*P) 的 中 心里 、 从 而 它 是 T*P 上 的 局 部 常数 
函数 。 又 因为 它 合 于 E H, 所 以 它 等 于 0, 也 就 是 说 ,是 一 Lie 
RATH. E. 
设 Xe DCP), 我 们 定义 T*P 上 的 一 个 Hamikon 向 量 场 
T*(X) 为 
T* (X) = Hy. 
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根据 命题 13.5 和 13.9 , 映射 
(OT X> T*(X), XE DO), 
基 从 Lie 代数 D(CP) 到 Lie 代数 % 上 的 一 个 同 构 ， 对 任 一 g€ 
Cs=(P)， 我 们 有 
T*(X)g =. H;,g = Xg, XE D(P). 
于 是 T*(X) 是 P 上 的 一 个 可 投影 (Projectable) 向 量 场 , 而 且 它 的 
投影 是 XxX。 我 们 把 向 量 场 T*C(X) 称 为 X 在 7T*P 中 的 拓展 (pro- 
longement)。 根据 命题 13.3 的 推论 1， 对 任意 的 Xe D(P) 都 有 
a(T*(X)) = Cix — fx. 
13.0. 命题 。 设 Y 是 7T*P 上 的 一 个 向 量 场 ， 则 Y 为 P 上 茶 
一 向 量 场 的 拓展 的 充分 必要 条 并 是 
(Q) lIC, yj 一 0， 
(ü) 0(Y)a — 0, 
和 证。 设 Y 是 已 上 的 向 量 场 X 的 拓展 ， 即 有 了 一 T*(X)， 那 
As YES 从 而 [C,Y]-—0, X 
0 Y Je — di(Y)o + iCY )da 
= dlo Y)) + iCY)4o 
= djy — Hjo --0, . 
于 是 必要 性 得 证 。 反 之 ， 若 YY 是 了 ?P 上 满足 条 件 (i) 和 《ii) 的 向 
量 场 , 则 有 
cae(Y) 一 (8(C)ajY) 寺 af[cyY]) 一 c(Y)， 
所 以 e(Y)€ E,。 另 一 方面 ,因为 0(Y)a — 0, TE 
da( Y) = i(Y)o. 
于 是 
` Y = Ham E Sos 
所 以 了 是 上 某 一 向 量 场 的 拓展 ， 证 完 ， 
A. rottaa Æ R 上 的 自然 坐标 , zy as Yin tts 
ys 是 T*R* 上 由 zx: xa 诱导 出 的 辛 坐标 ， 车 
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是 R* 上 的 一 个 向 量 场 , 则 它 在 T*R^ 上 的 拓展 是 
* i = Da 8 
FANE). x 2- Bx; - Èr ' Ox) 2). 


jail 

i. Æ XeD(), Wlgi T*CX) 所 产生 的 任意 一 个 流 都 是 
E 7T*P 的 辛 同 构 所 构成 的 集合 ， 这 些 辛 同 梅 保持 Liourile 形式 
KE. E p 是 由 X 所 产生 的 一 个 流 ， 根 据 $12 的 讨论 可 知 T*q， 
是 7*P Er T*(X) 产生 的 一 个 流 . 

空间 E, MS. E hT 上 这 桩 的 函数 构成 ， 这 些 函 数 在 每 
一 纤维 TIP 上 的 限制 是 二 次 齐 次 多 项 式 。 如 果 对 任意 的 *€P， 
ge E, 在 TtP 上 的 限制 都 是 非 退 化 的 则 可 将 它 夏 作 了 上 的 一 个 
fj Riemann 度量 ,并 且 我 们 可 以 用 它 来 定义 从 余 切 从 TP 到 切 从 
TP 上 的 一 个 同 构 如 下 : Wie T*P Hi xC) — r, 定义 TP 
中 的 元 素 g: 为 

gg et— gC5, 9); Vue TIP, 
RRI 
p: El gg VEE T*P, 

就 是 从 T*P 到 TP LAAR. — ORIG Fed TP S A TF 
T*P, l| Hamikon 向 量 场 Hg(€ 5,》 称 为 由 度量 8 激 起 的 浪花 
(spray)，P 上 的 渡 地 线 是 Hg 的 轨道 在 P 上 的 投影 。 注意 到 
Hgg 一 ie, £g) 一 0， 可 知 向 量 场 切 于 由 方程 8 一 (eeR) 所 定 
义 的 超 曲面 。 | 


$14. 余 切 从 的 Lagrange 子 流 形 


设 了 是 一 流 形 ，pe CKP)。 与 $12 —RE, RDA 下 来 表示 余 
切 从 上 相应 于 68939 (8, Ut] B 32A P EL TP 内 的 一 个 浸 人 。 
14.1. 9H. 39A 
& P—cT*P 
是 一 Lagrange 浸 人 的 充分 必要 条 件 是 B 是 一 个 闭 1- 形 式 ， 
证 ， 事 实 上 ,根据 命题 12.6 我 们 有 
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f — P*(a), 
所 以 
要 一 本 (da) = — B*Co). 
Ah o E TP B) Liouville 形式 , 因此 ,温和 是 迷 向 漫 人 当 且 仅 
34 dp “= 0。 又 因为 


dimP 一 A dimT*P, 


所 以 从 P 到 TY*P 内 的 迷 向 温和 人 必 是 Lagrange 浸 人 。 于 是 5 是 一 
Lagrange 漫 人 的 充分 必要 条 件 是 48 一 0。 证 完 . 

命题 14.1 的 一 个 特殊 的 情形 是 ， 对 任 一 了 数 fe C“(P)， 都 
4 Y*P 的 一 个 Lagrange 子 流 形 与 之 根 对 应 , 即 df 的 象 ， 我们 把 
好 的 象 称 为 是 由 了 生成 的 Lagrange 子 流 形 , 而 称 f 为 该 子 流 形 的 
一 个 E AA (fonction génératrice), 

设 工 是 了 的 一 个 Lagrange 子 流 形 ,点 是 工 的 一 个 点 使 得 
TiL RBF Te(T*P)》 的 各 直 向 量 空间 , 则 映射 

m.) T'P——P 

限制 在 工 所 得 到 的 有 映射 rall — x 在 点 5 的 切 空 间 映 射 (mr) 是 
| 一声 空 疗 同 构 。 于 是 知道 有 在 工 中 的 一 个 开 邻 域 上 使 限制 映射 
nU ENUF] PFR QU) 上 的 一 个 微分 同 胚 (参看 下 面 的 
未 意图 )， 


it 8E QU) 上 的 一 个 微分 1- 形 式 使 映射 Bon, 为 U 上 的 单 
位 映射 NUR (QU) 到 马上 的 Lagrange ERA. 根据 命题 
141, 4 一 0， 于 是 存在 点 s.) 在 了 中 的 一 个 开 领 域 了 以 及 函 
数 fec"(V) 使 得 
df — glv. 
因此 ,dfCV) 是 在 工 中 的 一 个 邻 域 ,在 这 个 邻 域 中 , f 是 一 母 函数 . 
大 家 自然 要 问 ， 是 不 是 T*P 中 任意 的 Lagrange 子 流 形 在 局 
部 上 都 可 以 由 一 母 水 数 生成 2 答案 是 否定 的 。 在 T*P 中 在 在 这 
FÉ) Lagrange FRÆ, 它们 不 是 7T*P 的 截面 , 因而 不 能 , 即便 是 
局 部 地 ， 也 不 能 由 某 一 函数 生成 。 0n, T*P 的 每 一 纤维 都 是 
T*P 的 一 个 Lagrange 子 流 形 。 PEL, Liouville 形式 在 每 一 纤 
维 上 的 拉 回 等 于 零 ,所 以 o 在 每 一 纤维 上 的 拉 回 也 是 零 , 又 每 一 纤 
维 的 维 数 都 是 Y*P 的 维 数 的 一 半 , 因 而 是 Lagrange 子 流 形 。 这 些 
Lagrange 子 流 形 不 能 由 函数 生成 . 
利用 ?于 的 一 个 函数 来 构造 T'P 的 Lagrange 子 流 形 的 方法 
可 推广 如 下 ， 我 们 不 妨 假定 在 P 上 存在 整体 的 坐标 xat. x. 
KR ,我 们 可 议 取 P 的 一 个 坐标 邻 域 来 进行 讨论 。 设 xis tas 
ys Yn ATIP EH xoc, x, 诱导 出 的 辛 举 标 。 设 * 是 一 
ESR, a,"…,0 是 尺 ' 上 的 自然 坐标 。 我 们 考 坊 积 流 形 
Px m, 
pri PX RÜD—P 
是 投影 喘 射 , 又 设 
F: PX R'—R 
EP Xx R 上 的 一 个 可 徽 函 数 。 我 们 来 定义 投影 Pr 的 一 个 提升 
. (relèvement) 
Y: PX R'—T*P 
使 得 
xQ497T = Pr,, 
OF 


OF + 
yi Os; 9 3755 
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出 7 是 一 可 微 瑞 射 。 
令 NF 为 P X R' 中 由 下 列 方程 所 定义 的 点 集 ; 


BF OR... L8 og 
* Hm 0a; 8a 
我 们 假定 在 N: LES 


a(ŽE)a -na (2E E) æo, 
于 是 , Ns 是 P x R' )—^- » EATA, MA v dE N, 上 的 限制 
是 一 浸入 事实 上 ,对 任意 的 x ENe,P XR 上 的 一 个 向 量 场 X 
在 点 * 处 与 Ns 相 切 的 条 件 是 
BF 
x, (27 a) =o, i= lyts 


换 名 话说 , XX, 属于 下 面 :个 1- 形式 的 核 的 交集 : 
“BOF OF 
2 站) ($7). 
于 是 , RETE, (IN: 的 核 是 下 列 1- 形 式 的 核 的 交集 : 


6 
dxis 2 (S5). (B), ise 505 j=l; tss, 


也 就 是 下 列 1- 形 式 的 核 的 交集 : 


c F e OF 
dxj `, -da, 5 2. 
1H ta Ox; Bax “R 1 0a; Oa, idis 


HEREIN t "25, 


(QD) ies 


是 无 关 的 ,因此 下 面 的 5X (at s) WERE 
( FF er 
Oxj bar 0a; 8a, , 
在 Ne 上 的 秩 恒 等 于 *。 TEAB (YIN) 的 核 是 下 列 1- 形 式 
的 核 的 交 : 


因为 在 Ns 上 


dz,,- Wu d£,; dais: t} da,, 
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RREH (INY 的 核 仅 含 零 向 量 , 也 即 >1Nr B-RA. 
SAH, T*P 的 Liouvile 形式 


am 2j yi dzj, 
i-i 
有 


y*(a) = y* (S Yi à) - XL 
412 Oxj 


于 是 y*(a) 在 Ns 上 的 拉 回 与 4F 在 Ns 上 上 的 拉 回 相同 。 于 是 
y*(o)1Ne = y* C7 da)| Ns = —dy*(2)]N, — 0. 
所 以 7 在 Ne 上 的 限制 是 Nz 到 T*P 内 的 一 个 Lagrange BA. 一 
般 说 来 ,这 个 漫 人 不 是 内 射 《 参 君 例 2)， 如 果 是 内 射 ,由 它 的 象 工 
是 7T*P 的 Lagrsnge 子 流 形 , alL 是 一 正 合 1- 形 式 。 这 时 ， 我 们 
也 说 三 是 工 的 一 个 母 函 数 。 
注 。 考 虑 投影 
pr P X R'——P 
在 Ns 上 的 限制 pr:|Nr。 易 知 Orl Ney 的 核 是 下 列 1 -形式 的 村 


的 交 : : 
di,,***,. dts, ($5), -- "s (S). 


所 以 它 最 多 是 * 维 的 。 如 果 我 们 把 Lagnnge BA 
Y: RNF 一 > 了 *#P 
和 自然 投影 
w4: T*P—>P 
合 起 来 , 则 得 到 一 个 在 任意 一 点 的 秩 至 少 是 5 一 :的 映射 。 . 
` AL 设 $ 一 x, 设 PeP, ?点 的 坐标 是 (p,,-'*,P。)。 又 设 


F = > (zi — bi) ui, 
则 
并 且 


N; = {p} X R"CP X R*, 


yr m ais i7 lyet’ 8, 
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也 就 是 说 , x1Ns 是 从 Ns 到 纤维 TIP 上 的 局 构 。 
例 2. iP — R 并 且 设 :一 1 而 


F-FG.)-9G-De 


则 
6F Le Ry 


8a 
TEN 是 合 于 P x R = P BE. HERR 0.0€6R^, 
我 们 有 | 
r(?. 0) = (P, 200, 


并 且 
7(0,1) = 7(0,—1) = (0,0). 
所 以 映射 
y! Ne—>T*R 
不 是 内 射 。 


我 们 知道 ,一 般 说 来 ,7*P 的 Lagrange 子 流 形 即使 在 局 部 上 
也 不 一 定 能 由 COCO) 的 某 一 通 数 生成 , 即 在 局 部 上 也 不 一 定 是 某 
— d HR ZE je CA“(P)。 但 是 车工 是 了 T*P 的 一 个 闭 的 Lag- 
range FHE, WERE, CTER AIRIA E: T8 HB 
来 。 事实 上 ， 设 导 E 工 是 任 盖 的 一 点 。 根据 命题 11.3, 存在 二 在 
T"P 中 的 一 个 开 邻 域 U 和 UU 上 的 辛 坐标 tisto tins visco v 
使 得 v.v, 在 LNU 上 全 为 0， 根据 引 理 11.2, 我 们 可 以 假 
定 坐标 watt zs，2 "va 有 这 样 的 性 质 ， 在 上 任 一 点 处 

dr d£n, id 

都 是 无 关 的 。 KrBoxo5.x 是 P 上 的 坐标 dE 和 ans 
yy 是 PP 上 由 xs coco x. 诱导 出 的 辛 举 标 ， 则 因为 
Ups t» Vas iot ts 和 《限制 在 UU 上 》 
都 是 UU 上 的 辛 坐标 ,所 以 形式 


n 
Y Gidzi — vidui) 
i= 
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是 上 的 一 个 闭 形式 。 因为 任 一 闭 形 式 在 局 部 上 都 是 正 合 的 , 所 
以 我 们 可 以 假定 存在 T*P 上 的 可 微 函数 使 在 U 上 《必要 时 可 将 
适当 缩小 ) 有 


A 
dF |U — > (yudzi — vidui). 
faj 


于 是 在 马上 有 
BE Su B8, isses, 
Oy; ja1 By: 
因为 在 LAU E 7:, vs 全 为 0, 所 以 在 LNMUV 上 
SE eds $c] n 
By; , , LÀ 
X 
Ou j Ou; 
EM Ui a (Si), 
(B5) - auo So na (1), 
所 以 在 LNU 上 有 


a (2E E) -3 Ži dvs irae *, fh 


但 因为 7 
dxis***»s dxss. dis ** 5 dYa 
ÆU EER MU” X 2 阶 矩 阵 


Bu; 
(22) 
在 U 的 任意 一 点 处 都 可 逆 , 所 议 形式 


SE) a 
a (BE), 1, 2s 


在 LNv 上 是 无 关 的 ， 利用 辛 党 标 Kis sn Yiot** Ya E T"P 
FET P xR”, ME H AI H i 
y! PX R? —T*P 
是 一 Lagrange 漫 人 .又 由 于 在 LNU 上 有 
OF 


一 一 Js 一 1 


Ox; 
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MAER YE Ns 的 开 集 工作 V rir S. 

正如 Weinstein 在 文献 [291 中 所 曾 明 的 那样 ,通过 已 X R 上 
的 一 个 可 微 函 数 来 构造 了 *P 的 Lagrange 子 流 形 的 方法 ， 是 另 一 
和 具有 更 为 直观 的 几何 意义 的 构造 方法 的 特殊 情形 ， 下 面 我 们 简 述 
一 下 这 一 方法 , 想 了 解 详细 论证 的 读者 可 参看 有 关 的 文献 ， 

设 0 是 一 个 流 形 ， 

p: Q—P 
是 一 子 温 入 。 设 入 是 了 *0 中 所 有 其 有 形式 £og? (EE T*P) IA 
雪 向 量 所 构成 的 集合 ， 则 六 是 了 T*9 的 一 个 子 向 有 量 从 ， 若 dimP— 
n E dimQ=n +s, W) dimN =2r +s ik 
a; N—T*P 
是 一 可 微 映 射 使 得 
alnog? — 
对 所 有 的 n € N 成 立 ,; 则 可 以 证 明 : 
1) 车 ar 和 co 分 别 是 T*P A T*O 上 的 Liouville 形式 , 则 
co|N = u* (ap). 
KË wp 和 oo 分 别 是 T*P AT" 上 的 辛 结构 , 则 有 
u* (cp) - cgi N. 

2) N 对 于 辛 结构 wo 来 说 ,是 余 迷 向 的 。 

设 F 是 9 上 的 一 个 可 微 浮 数 , 工 是 dF(4F 所 对 应 的 T*9 的 
REE T" 中 的 象 , 则 工 是 7*0 的 一 个 Lagrange NOE. X 
工 和 六 有 一 “适用 交 ”, 则 可 用 收缩 法 在 了"P 中 构造 一 Lagrange F 
WE (参看 $901). 对 任意 的 n€ LAN, FEIE LNN 中 的 一 
个 开 邻 域 记 使 uV) Æ TIP RI Lagrange 子 流 形 。 
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第 四 章 XE C- 空 E) 


在 这 章 球 ,我 们 用 G 来 表示 一 个 Lie BE, 即 G 同 时 是 一 抽象 群 
和 一 实 解析 流 形 , EH G 的 群 运算 与 @G 的 解析 结构 是 相 容 的 。 所 
谓 相 容 的 ,意思 是 指 由 | 

; (x, y) — zy x, y€G, 

所 定义 的 从 G X G 到 G 上 的 映射 是 一 实 解析 映射 。 

定义 1 设 M 是 一 流 形 ,如 果 可 微 映射 

Y: GX M—M 

满足 下 面 的 两 条 : 

Gi) v(e,:)— x, Yre M, 是 G 的 单位 元 ， 

Gi) 2 5.5€G, D 

Y(5s, T(5, 3)) = Y(s5, x), YEM, 

则 我 们 说 G 可 微 地 作用 在 M 上 . 

通常 我 们 把 G 在 M 上 的 作用 7 写成 乘积 的 形式 

T(s,x) = sz,:5€ G, x € M, 

zig T(G x M) 等 同 于 TG x TM, N Lie GEM EH 
n[j&fF HBSUISS[B]BE HS v* 可 以 看 作 是 从 TG X TM 到 TM 内 
的 可 微 映射 ,容易 看 出 ,这 是 群 TG 在 流 形 TM 上 的 一 个 作用 , 我 
们 同样 把 它 写 成 乘积 的 形式 .我 们 把 M GG AS IRE TM (RTG) 
的 零 截面 的 象 。 在 这 些 假 定 下 , SEG, x€M, a€T,G,v€ 
了 :M 、 则 有 

so = Y'(s,v)€ ToM, 
ox = Y'(a, x)€ TM, 

把 G 在 单位 元 “ 处 的 切 空间 记 为 g, 则 对 任意 的 a。 Eg 和 

x€ M， 我 们 有 a.€ T.M. Bis 
zb— ax, x€ M, 
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对 固定 的 “ 是 由 上 的 一 个 向 量 场 ， 我 们 把 它 记 为 。 特 别 地 ， 和 车 
M 一 G 且 
Y: GX GG 
就 是 Lie 群 6 的 乘积 , 则 对 a€ g, 
I:s H> as, sE G, 
是 G 上 的 一 个 右 不 变 向 量 场 ,我 们 用 专门 的 记号 R,。 来 表示 它 。 显 
$R Re) 一 sa。 在 8 上 定义 一 括号 运算 [,] 使 对 任意 的 a, 5€ 
g 有 
Riss = [Ras Rs] ( = RJR, — RsR,), 

则 向量 空 间 o. 成 为 一 实 Lie 代数 ,我 们 称 它 为 G 的 Lie 代数 。 

定义 2 设计 是 一 流 形 ，G 是 一 Lie 群 ,5 是 任意 的 一 个 有 限 
维 实 Lie 代数 , 则 

G) 若 & 可 微 地 作用 在 上, 我们 称 M 为 一 G-Z E. 

Gi) 若 存 在 从 Lie 代数 SM BR] IEEE Lie 代数 内 的 一 个 同 
态 ,我 们 称 戏 为 一 9-23]. 

若 9 是 G 的 Lie 代 数 , 则 对 任 一 8- 空 间 M , RE 

T: at— Ta a€8, 

是 从 8 到 对 的 向 量 场 Lie 代数 DCM) 内 的 一 个 局 态 ， 从 而 对 是 一 
8- 空 间 。 我 们 把 对 的 这 一 9- 空 间 结构 称 为 伴随 9- 空 间 结 构 。 

E. 通常 我 们 也 从 Lie 话 G 上 的 左 不 变 向 量 场 出 发 来 定义 G 
的 Lie 代数 ， 它 和 由 右 不 变 疝 量 场 定义 的 G 的 Lie 代数 没有 什么 
本 质 的 区 别 ， 


$15. 定义 和 例子 . 


15.1. 定义 。 设 M 是 一 G- 空 间 。 车 在 4 上 有 一 在 G 的 作用 
下 不 变 的 辛 结构 o, 则 我 们 称 M 为 一 辛 C- 空 间 . 
根据 定义 ， 若 辛 流 形 《Mo) 是 一 辛 G6- 空间， 则 对 任意 的 
s€ G， 微 分 同 胚 
8 ssr, E M, 
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是 (M ,ww) 的 一 个 辛 自 同 构 . 
152. 定义 ， 设 是 一 有 限 维 实 Lie 代数 ， 流 形 M E — 5-25 
dl. EM 上 存在 辛 结 构 吧 使 对 任意 的 上 b, 向 量 场 
D; xaz, XE M, 
WECM, co) 的 辛 向 量 场 , 则 我 们 称 -空间 MM 为 一 辛 ZN. 
设 8 是 6G 的 Lie 代 数 ，M 是 一 6- 空 间 ,， e 是 M 上 的 一 个 辛 结 
W. 因为 M 是 一 G- 空 间 ， 所 以 凡是 一 e-7ziB]. A (M , 0) 是 一 
3E 6G- 空间 , 则 它 也 是 一 六 9- 空 闻 。 事 实 上 , 任 取 a€ 9, t 
F: R—G 
是 相应 于 。 的 G 的 单 参数 子 群 ， 即 是 从 实数 加 法 Lie 群 了 到 6G 
内 的 一 个 Lie 群 局 态 。 对 任意 的 xc M, 令 
p: (x) FCD, 1ER, 
则 映射 l 
p: RXM>M 
满足 条 件 
Ci) 9(0, x) 9x, Vz€M, 
(Gi) Kij: 1> pl, x), 1€ R, XE Vz € M 都 是 向 量 场 
T; xt— at, r€ M, 
的 一 条 积分 曲线 。 
事实 上 ,对 任意 的 :* € RO 
DT (t, x) = oF (t)r. 


又 因为 
五 : R—G 
是 相应 于 s 的 单 参数 子 群 ,所 以 
Pu) — aF (1). 
于 是 有 


APLE) ~ LEO) so oF (e)a, 


于 是 是 由 T, 产 生 的 一 个 流 。 因为 o 是 6 不 变 的 ， 所 以 
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pla) 不 依赖 于 参数 5 R。 根 据 引 理 9.1 得 
{Tw = 0. 
RP r, 对 任意 的 a € 9 都 是 一 辛 向 量 场 。 这 就 证 明了 《M , c) 也 是 
一 辛 8- 空间 。 反 之 , Ži (M, w) 是 一 六 9- 空间 、 则 在 G 是 一 连通 
Lie 群 时 ,，(M , o) 也 是 一 六 G-Z. 
Hl 设 P 是 G- 空 间 , 并 设 
YIGXP—P 

是 相应 的 作用 。 对 任意 的 ;€G, 

Y, x—> sx, +EP, 
Ak PHJ—/4BCXIRIBE. RA 812 中 的 记号 gest 

T'v: T*'P— TP 
满足 关系 

(Gv) CE), TH)) = (8,9), VEETIP, vET,P, 
于 是 映射 
T*v: (s,£) — (T*r ) (E), s€ G, EE T*P, 
定义 了 G 在 T*P 上 的 一 个 作用 ,我 们 也 把 它 写成 乘积 的 形式 
T*v: (s, £)t— së, «€ G, EC TF, 

TEHER (£,v)€ T*P x TP As E Gf 

(sE, 10) = (E, v). 
所 以 , 上 面 所 定义 的 G 在 了 *P 上 的 作用 实际 上 是 唯一 满足 这 一 等 
式 的 作用 。 根据 命题 12.8， 我 们 知道 T*P 上 的 Liouville 形式 az 
在 G 的 这 一 作用 下 不 变 ， 因 此 ,和 荐 wp = 一 da, È T*P 上 的 标准 
辛 结构 , 则 (7T*P, or) 就 是 一 辛 6~ 空 间 ， 


AL 设 a 一 OY dri Ndra 是 Re 上 的 标准 辛 结构 ， ded 


ER SP n) 的 自然 作用 下 , 辛 流 形 R”, 0) 便 是 一 辛 Sp(2n)- 空 
Bl. 同样 把 R” 看 作 Lie 群 , 则 在 平移 变换 作用 下 ,KR”, 0) 是 一 
辛 R^- 空间 ， 

EM, a) 是 一 辛 G- 空 间 , 在 G 的 每 一 轨道 上 的 拉 回 都 是 
一 常 秩 闭 2- 形式。 但 在 一 般 情形 下 ,该 闲 形 式 不 一 定 是 轨道 上 的 
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FA. RIA FENIE. 
15.3. 引 理 。 iE (V, o) 是 一 实 辛 向 量 空 间 , HE Se, o) 
的 一 个 紧 子 群 , 设 V 是 由 VV 中 的 及 不 动向 量 所 构成 的 子 空间 , 则 
V" & (V, wv) B) —^r 3E T- 25 [HI. 
3E. WE oxcccoxa 是 了 的 一 纸 辛 基 E XLV ARE 

j 使 

TP 

jz) = i icnn, 
再 定义 了 上 的 一 个 双 线 性 型 5 如 下 : 

b (xs x) 一 Ca, PCa), Vx, x € V, 

则 5 是 VV 上 的 一 个 还 定 对 称 双 线 性 型 、 因 为 有 是 SPCV , e) 的 一 
个 紧 子 群 , 所 以 由 $5 的 结果 知 & 在 玉 的 作用 下 不 变 , 即 对 任意 的 
5€ Hf 

b (xis ra) = b(sxis sxi), Yran E V. 
QFÆV pH 

{sz —x: sE H, x€V) 

所 张 成 的 子 空 间 。 因为 HC5p(V,w)， 所 以 对 任意 的 x,y EV 
和 ss EH 有 

w (sx — x, y) = e(x, s*y — y). 
特别 地 , 若 ye V?, 则 有 

o (sz — x, y) =Ù, 
AE, FJÉ V" EÆEVpHTF oE A, EDT OBYEHTRUR 
蛮 , 所 以 我 们 也 有 l 
b sx — xz, y) = blr, sy — y), Vx, y €V,s€H, 
TÈ, HT b KKF i5 VEZ, iR VUGEV HUMUOT REZ 
补 是 《e+， 册 
(po = P, 
于 是 
v*na* = vnr = (0). 

所 以 V* 蚌 一 辛 子 空间 ， 证 完 ， 
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154. 命题 ， 设 (M, o) 是 一 辛 G- 空 间 。 Æ G 是 一 紧 Lie 

群 , 则 G 不 动 点 集 
—(r€ M: sx 一 + 对 所 有 EG} 
是 (M, o) 的 一 个 辛 子 流 形 。 

d. 因为 G 是 紧 的 ， 所 以 在 MY 上 可 定义 一 个 在 G 的 作用 下 不 
变 的 Riemann 度量 g。 对 于 8， 我 们 可 以 在 了 M- 的 零 截 面 的 一 个 
开 邻 域 U 上 定义 一 个 指数 映射 《参看 文献 [12]) 

exp: U — M. 
因为 8 在 G 的 作用 下 不 变 , 所 以 对 任意 的 *E GR v € UH 
exp (se) = s (expe). 
W rE M9, Ws, R x YE T.M 中 的 一 个 开 邻 域 使 WCU 并 且 使 
exp 在 WWW: 上 的 限制 是 从 W, S expCWw .) 上 的 一 个 微分 同 胚 , 则 
M*(Yexp(W.) = exp((T,M)9YW.), 
XH (T,M)S E T.M 中 的 G 不 动 子 空间 。 于 是 M° 是 M 的 一 个 
子 流 形 , 并 且 对 竺 意 的 *E MUN 
T.(M?) = CT.M Y. 
EA (M , wm) 是 一 G- 空 间 ,BrEUSEEEXCER s € G 和 x€ M9, TM 
的 线性 变换 
vi> 5», »€ T.M, 
是 SP(T.M, oo 的 一 个 元 素 。 于 是 由 引 理 15.3 知 
T-M? — (T.M) 
是 (TsM ,wx) 的 一 个 辛 子 空间 。 所 以 M$ 是 (M,w) 的 一 个 辛 
FHE. WZ. 


$16. Hamilton 9- 空 间 和 和 矩 射 


下 面 我 们 用 9 来 表示 一 个 有 限 维 实 Lie 代数 。 
16.1. EX. 设 CM, o) 是 一 辛 9- 空 间 ， 若 对 任意 的 ee g， 
向 量 场 
DS rk az, zE M, 
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都 是 一 Hamilton [355825 , IER (M , co) 为 一 Hamilton 9- 空 间 ， 
ECM, c) 是 一 辛 流 形 , 则 我 们 有 一 Lie 代数 正 合 序列 (9.3) 


(HM, R) > C*(M) SC 0) HM, R) — (0), 
而 M 上 的 Hamilton 向 量 场 就 是 属于 互 的 象 集 的 M 的 辛 向 量 场 . 
Blk, ENEE CM, o) 上 的 一 个 Hamilton 9- 空 间 结构 ， 实 际 上 是 
这 样 一 个 同 态 
T: 8 一 SCM，o)， 


它 满足 关系 式 
po = 0. 


所 以 , Æ HM, R) — (0), WEARER, (M , w) 上 所 有 的 辛 
8- 空间 结构 都 是 Hamilton 9g- 空 间 结 构 。 因为 作为 Lic 代 数 ， 
H(M, R) 的 括号 运算 是 村 运算 ， 所 以 若 [8, 9] = e. MX al 
HCM , R) 内 的 任 一 Lie 代数 同 态 都 是 零 同 态 ， 因 此 ,车 [9, al 
8. Wil (M , c) 上 的 所 有 辛 98- 空间 结构 也 都 是 Hamilton g- 空 间 结 
构 ， 

设 映 射 

1? g— SCM, v) 
是 一 Lie RAAR., 则 了 是 辛 流 形 《M , o) 上 的 一 个 Hamilton g- 
空间 结构 的 充 要 条 件 也 可 叙述 为 存在 从 8 到 C“(M) 内 的 一 个 
线性 映射 了 使 
= Hof, i 

如 果 了 是 任意 一 个 队 g 到 CCM) BRERA, WRITE DÀ 
gg XJ. C^(M ) 到 8 的 对 偶 空 间 9g* 内 的 一 个 可 微 上 映射 # 如下; 对 
任意 的 a€ 8，p(x) (x€ M) XE v 处 的 值 为 

(au(x), a) = P(a)(x). 
容易 看 出 Kr) 是 一 意 确定 的 。 于 是 , 我 们 可 以 把 as eg 在 了 下 
的 象 看 作 是 下 式 所 定义 的 M 上 的 函数 
(p,a): zi> (plr), a), Vx € M. 
若 了 是 一 Hamilton g-~ 空 间 结 构 , 则 有 
Ho ~ T4, Va€à, 
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162. 定义 。 设 (M， v) 是 一 Hamihon 9- 空 间 。 我 们 把 任 
一 满足 关系 式 
Hos = D, Va€g 


的 可 徽 呐 射 
sí Mg 
称 为 8- 空间 (M, o) 的 一 个 矩 射 . 
16.3.、 引 一 ， 设 
a: Mg 


是 Hamilton g- 空 间 (M, wm) 的 一 个 矩 射 , 则 下 面 的 等 式 

C) da, a) = (dp, a) 一式 To)o， 

(i) (dp(az), b) = wlbr, ax), 

(i) (pax), b) = ln, a}, Ca, 551 CX) 
对 任意 的 a, 5€8 和 x EMERE 

证 ， 由 定义 有 

i (Tajo = i(Hoa)o = Ku, a) = (n, a), 
所 以 GD) gir. &B G8 
(du(ax), b) = dlp, b) (ax) = i(')o(ax) = obr, ax), 
所 以 (2 成 立 。 又 根据 引 理 9.8 有 
(Co, a», by} = a (Hons Ho) = wlTs, Ta) 
所 以 
Ups a2, Cs DTz) = olbr, ax), 

TG) gir. us. 

设 点 和 向 是 Hamilton g- 2:8] (M , ce) 上 的 两 个 禾 射 ， 则 对 
任意 的 < 上 9 都 有 

《da — n, a) = 0, 
所 以 d(m—4)-—0, 于 是 一 pw 在 局 部 是 常 值 映射 。 所 以 
(M , e) 的 矩 射 之 间 只 差 一 局 部 常 值 映 射 。 若 上 是 一 和 矩 射 , 而 
p: Mg 

J&— BOE AT MAH Hou = 0, Vea, MR 


Hos m Hoo -— Tas Ya€ 9, 
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因此 十 四 是 一 矩 射 。 如 果 〔M， e) 是 一 连通 Hamilton 8- 空 间 ， 
Wi CM , e) 的 任意 两 个 矩 射 只 差 8* 的 一 个 平移 变换 ， 

164 命题 . 设 # 是 Hamilton -ZEM , o) ER — 1 485. 
则 对 任意 的 a.5€0, pk 

{Kus a», (n, 8?) — Cn, La, 51) 

是 对 上 的 一 个 局 部 常数 函数 。 

证 ， 事 实 上 ,根据 引 理 "8 得 

Hos) = T's = [Las T4] = [Hons Hop] 77 Hids 

所 以 结论 成 立 、 证 完 ， 

根据 命题 16.4, 对 Hamilton 9- 空 间 (M , c) 的 任意 一 个 矩 身 
pm 我 们 可 以 在 8 上 定义 一 个 到 值 于 HM , R) NAERA 
性 映射 cx 如 下 ; 

calas b) = {Cp, a), (n, bY} 一 《py [ay 51», Va,b€ 9。 
因为 Poison $&€ WWE Jacob 恒等式 :所 以 有 
callas], c) + enllib, el,o) + enlle,0l,b) = 0, Va, pccdg 

把 CM, R) 看 作 一 个 平凡 9- 模 , 则 .上面 的 等 式 天明 e, de o 
Hir HM, R) 中 的 2- 闭 上 链 。 若 w 一 jp 二 9g，pE 
H'(M, R), EMAS HH, 则 对 任意 的 a,b€g 有 

cw (as b) = cka, b) — (o, Ta, B1). 
这 表明 e, 一 cw Ea LERET HM, R) 中 的 ,由 等 式 
Ka) = (P, a), Va€ 9, 
所 定义 的 1- 上 链 的 上 边 绿 。 于 是 知道 ,作为 H'(g, (CM, R))m 
的 一 个 元 素 ，2- 闭 上 链 c, 所 对 应 的 上 同调 类 不 依赖 于 & 的 选取 ， 
ÈH (M, o) 的 8- 空间 结构 决定 。 我 们 把 它 记 为 
£M , o), 
16.5. 定义 ， 设 CM, o) &—3E g- ZN. E s 
T: g-— SM, œ) 
具有 形式 日 于 ,其 中 
i H: C"(M)-—SCM , e) 
án (9.3), 而 了 是 从 9 到 Lie 代数 COM) (对 于 Poisson 括号 ) 内 


的 一 个 同 态 , 则 称 CM , c) 为 Poisson 9- 空 间 ,或 强 Hamilton 9- 空 
B. 

为 使 一 辛 9- 空 间 (M , om) 是 Poisson 的 ， 充 分 必要 条 件 是 存 
fE (M , v) 的 一 个 矩 射 上 使 c, — 0, 也 就 是 cM, o) RO. 

E a 是 一 实 半 单 Lie 代数 , 则 任 一 辛 9- 空间 都 是 Poisson 的 . 
事实 上 ,这 时 任 一 六 9 空间 都 是 Hamilton 的 。 根 据 Whitehead 第 
二 引 理 ， 

uc R) = (0) 
(参看 文献 [13]). 
H'(g, c Hs = H'(g, R)GH'(M , R) = (0), 
于 是 c(M, 0) 0, 
16.6. 命题 ， E CM, a) 是 一 辛 9- 空 间 。 若 在 MM 上 丰 在 一 微 
分 1- 形 式 4 使 对 任意 的 a co 都 有 
OCT, je = 0, o = —da, 
则 (M , w) 是 一 Poisson g- 空 间 . 
证， 事实 上 ,对 任意 的 。e 8 我 们 有 
4(a(T,)) = di (T, Ja = 0(T,) — i(T2)4a = i(T,)o, 
所 以 T, 是 一 Hamilton 向 量 场 , 并 且 我 们 可 以 把 工 写成 
r= Hof, 
其 中 了 是 满足 
F, = (T), Vata, 


-的 从 8 到 C~《M》 内 的 一 个 线性 映射 因此, 利用 第 二 章 一 开头 


我 们 引用 的 公式 ,得 
Foam OG 
= i ([T,, 7,])a 
= (T) i(7))a — i(T,) 9(T.)a 
= (T) a(T)) = ulr, 4) = (P. P,), Va, 5€8, 
所 以 了 是 一 Lie (Olde Am (M , w) RE Poisson 的 。 证 完 . 
推论 . 设 ?是 一 9- 空 间 。 记 T*(T。) 28 T.(a€ 9) XE T"P E 
的 拓展 ,由 映射 


T*: ak T*(T)), a€8, 
RAUM TP 上 的 一 个 Poison g- 空 间 结 构 . 
证 .利用 命题 13.10 和 命题 16.6， 证 完 . 
Ai Boek,’ 的 括号 运算 定义 汶 零 运算 ， 并且 利 用 关 
RAC, y E R 上 的 自然 坐标 》 


Tua; 一 “+ is a,b5€R, 


fg (R, dx Ady) 上 定义 一 辛 9- 空 间 结构 , 则 因为 
l . Tous 一 His, 
MARKE (R, drAdy) 上 的 一 个 Hamilton 0- 空间 结构 。 由 等 式 
ulz, y) = (y, —x) 
所 定义 的 从 g = R Fa — R' AURRE 4B. 对 任意 的 
(a, &h), Ca, 5)€0, PATRE 
calCas b), Cars 53)) 
- (n, (a, 5h)», (n, (azs 5)» 
T e(To up, Fa, 59) 
*- gib, — ab, 
这 是 因为 g 是 一 交换 Lie 代数 。 又 c, op OEC: Lift cx dE 
零 。 所 以 8- 空间 (R, drAdy) 不 是 Poisson HS. 
$2 设 


= > dxi Adx,.i 
是 Rw 上 的 标准 辛 结构 ,而 
w = y xi Axesi 


| R” 上 的 一 全 反对 称 双 线性 型 . 
对 RU BEME—EIHZ a, QT, A R” AERIS PISIS 使 对 
R” 上 和 企 意 的 线性 型 F RE 
T4 * foa, 
则 对 任意 的 a, 5€ End (R7) 和 有 
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[Ts T31} = TT — ToT = foboa — foacb 
= Psom» 
所 以 
FT Ps] X T os-205 
对 R” 的 任 一 自 同 态 a, Hi 并 的 定义 有 


KT.) -- > liara Gea 


因为 
dr) 一 BCTo)e， 
FU ICT e 是 一 闭 1- 形 式 当 且 仅 当 = ATE R 50028) HJ Lie f& 
数 sp(2 sz), 也 就 是 说 ,对 任意 的 x, yE R” 有 (参看 $4) 
toC ax), y) + cox, (9) = 0, 
因此 ,上 映射 
T: a-->T,, a€sp(2n), 
JÉ (R^, 9) 上 的 一 个 辛 PO z)- 空 间 结构 。 因 为 ;P(2 0) 是 一 实 
半 单 Lie 代数 ， 所 以 工 也 是 Hamilton sp (2w)- 空 间 和 Poisson 
PO n- BRAR, E eteta cr 是 R” 的 自然 坐标 则 对 任意 
的 a€sp(22) 有 


ila n a( 35 es, exit n 


hk 


这 也 直接 证 明了 《R”, g) 是 一 Hamilton PC a- BA. KRN, 


有 一 二 次 矩 射 
pi R” —> (Gp(252))*, 
使 得 对 任意 的 x*& RN 
(alt), a) = war, x). 
$13. iO = R 3E (BI 4.4, 9 是 8 上 的 自然 
坐标 。 于 是 在 切 处 TB 上 有 坐标 
415425 43, di = d41, di = dai, d, = dq), 


参看 $9 的 例 1。 若 我 们 通过 Riemann 度量 >, di 把 TQ 等 同 于 
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T*O, Wi T*O 上 的 Liouville 形式 可 写成 
3 

Uo = Z didqi, 
ix! 


在 TO LEME- mda, 这 里 m € R. 令 gl(3) 为 0 的 自 同 态 所 
构成 的 Lie 代数 , 则 我 们 在 8 中 有 一 自然 的 g1(3)- 空间 结构 ， 对 
任意 的 。e g1 G), 我 人 有 


| r= Ges) D. 
iml J4j 
根据 命题 16.6 的 推论 ， 对 任 一 oc gl (3), 在 T'O = TO 中 有 
相应 于 7, 的 一 个 拓展 Te*(T.)。 并 且 可 以 在 (TO, 一 mdao) 上 
定义 一 Poisson 空间 结构 使 


i (T*(F)) C—mdag) 
= mdi(T*(T.))ag 


— má (> (aea Jdi ) 


s: TQ — gi( 3)*, 


于 是 我 们 有 一 失身 
它 由 下 式 决 定 
(n, a) = m D> Gan )ai, Va € ICI. 
如 果 我 们 只 考虑 @ 的 正 交 群 的 Lie 代数 zo(3), 即 仅 限于 考虑 吴 有 


形状 
0 —a a 
a 0 —a,]|,2,24,0€R, 


^43 84 0 
的 g2(3) 的 元 素 的 集合 ， 则 我 们 在 TO 上 有 一 Poison yo(3)- 空 
间 结 梅 , 而 且 对 任意 的 a € so(3) 有 
《pa 一 由 al(929 — 440) + a (49. — 4) 
十 agih — 59)). 
其 中 aG 一 1, 2, 3) 的 系数 就 是 所 谓 的 动力 矩 分 量 , 这 里 的 动力 


. 矩 指 的 是 位 置 和 速度 都 可 由 TO 中 的 一 个 点 来 表示 的 ， 质 量 为 亚 
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的 质点 关于 原点 的 动力 算 。 我 们 所 采用 的 矩 射 这 一 术语 就 来 源 于 
这 个 特殊 情形 。 . 
SM. 设 z = xit itun 一 1 zs ECC IDEA AE 
标 ，G 一 了 T"” 是 U(n) 中 由 有 形 如 
en BOX 
»95,77*,0,€ R, 


e ^ 


的 对 角形 矩阵 所 构成 的 子 群 ， 则 可 以 把 G 的 Lie 代数 等 同 于 真有 

零 拓 号 运算 的 Li 代数 R"， 对 应 于 G 在 C* 上 的 自然 作用 , 在 流 

形 C" 上 有 一 伴随 8- 空间 结构 (8 一 R^ REGIS) Lie 0. # 
a = (a,,***,a,)€8, 

则 有 


SN D ONE 
r, 2; 1 (se Bx, Efi Otani ) 
在 C” 上 取 辛 结构 


to = X) dri Ndrati, 


j=l 


因为 上 在 U(n) 的 作用 下 不 变 ， 从 而 它 在 G 的 作用 下 不 变 。 对 任 
—a€9, 我 们 有 


i(T))o 一 D) a Gridzi 十 x udzuu) 


-1 


- I d (3; ilz P). 
因此 《C*, o) 是 一 Hamilton g- 空 间 ， 若 把 g* 也 等 同 于 R, N 
Bue 
ps) = 7 Cul sla]. 2€ C*, 


设 
a= 2 (x, idxj 一 xjdz 44), 
Pw s 
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则 有 
da = — o, 


而 且 
ildem È Y alzil, Veto. 
2 1*1 


于 是 
8(T)a 一 diToe — i(T.)o = 0, 

根据 命题 6.6, (C*, c) 是 一 Poisson 9- 空间 , 

16.7. 命题 。 设 (M，o) 是 —Hamikon 9- 空间 ， 

i Mg* 
ECM, wm) 的 一 个 延 射 , 则 对 生意 的 x € M ,dp 的 核 是 辛 向 最 空 
E (T.M, or) 中 子 空间 
gr = lax! a€ 8) 

的 对 于 co, 的 正 交 补 。 为 使 在 点 * 处 是 一 漫 人 ,充分 必要 条 件 是 
gr == T,M, 

证 。 根 据 引 理 16.3, HERH e Eg 和 we TM, 有 

(dn(9), a) — w(az, v), 

于 是 命题 成 立 ， 证 完 ， 

Zi (OM, o) 的 一 个 g- 空 间 结构 是 某 一 辛 6G- 空 间 结构 的 伴随 
结构 , 则 空间 gx 是 点 x 的 轨道 GCx) YE x 处 的 切 空间 。 为 使 qz 一 
T。M ， 充 分 与 必要 条 件 是 点 * 的 轨道 6《x) EMAR, A 
使 点 x € M 是 矩 射 上 的 一 个 平稳 点 ， 即 要 使 de, = 0, 充分 必要 
RFE ex (0). Æ gx 一 (0)， 则 点 * 在 G 的 单位 连通 分 核 的 
作用 下 不 动 。 于 是 矩 射 在 任 一 由 @ 的 不 动 点 所 构成 的 时 的 子 流 形 
I ANN. 

16.8 $. 1$ (M, e) &— Hamilton 9- 空 间 ， 

u Mg 
EEH , 则 对 任意 的 x€ M ,dp 在 全 中 的 象 是 空间 
gr = {a €g: ax = 0] 


根据 对 侦 在 9* PREZI 2008 EAr 处 为 一 子 漫 人 ,充分 与 
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必要 条 件 是 gx 一 《0)。 
证 。 局 命题 16.7 一 样 ,利用 
《dr(y)，a》 = wlax, o) 
便 可 证 明 这 个 命题 。 证 完 。 

若 一 g- 空 间 结 构 是 某 一 辛 G6- 空间 的 附属 结构 , 则 gx 是 点 x 

的 迷 向 子 群 

G: = {1€ G: sx =x} ; 
的 Lie 代数 。 为 使 gx 一 (0)， 充 分 与 必要 条 件 是 G, 是 6G 的 一 个 
离散 子 群 。 

注 。 设 G 是 一 紧 Lic 群 ,，(M, o) FE— XE 3E RU. Hamilton. G- 
空间 ， 则 MM 所 有 的 使 G 的 轨道 G(xz) 具有 极 大 维 数 的 点 * 所 构成 
的 集合 是 的 一 个 称 开 子 集 ， 设 为 U，(M , 0) 的 任 一 矩 射 在 也 
上 是 常 秩 的 ,其 秩 就 等 于 了 中 点 的 轨道 的 维 数 ， 若 8 还 是 可 换 的 ， 
并 且 在 M 上 的 作用 有 效 , 则 对 任 一 x* e UE 

dimG(x) = dimG, 
Mf CM , e) BERNE U. ERSPR GURCTE IAL (Eo LIII 4). 

如 果 G 是 一 连通 的 紧 交 换 Lie 群 ( 邑 一 环 面 ), mH (M , w) 
是 一 连通 的 紧 Hamilton G-2s[|R], MMHG RIAR M^ 只 有 有 
限 个 连通 分 校 , 设 它们 是 

Ky.KE. | 
En, o) 的 一 个 矩 射 ; 则 它 在 每 一 K; 上 是 常 值 块 射 。 可 以 
证 明 (参看 文献 £31, [8], [111), 这 时 # 的 象 是 点 集 
(Ki), i= 1 sy 
在 9* 中 的 凸 色 络 。 


$ V. 矩 射 的 等 价 不 变性 


设 G 是 一 Lie 群 ,g 是 G 的 Lie 代 数 , 设 44 是 6 通常 的 在 9g 上 
PERR RII 
Ad(s)a = jas ^, 5€ G, a€ 9, 


。 102» 


设 oe 是 g 在 gg 上 的 伴随 表示 , 即 
ad(a)b = [a, b], a, bég. 
我 们 定义 G 在 g* 中 的 一 个 余 伴 随 表示 Ad" 如 下 : 
Ad" (s) = ‘Ad(s 1!), s€G, 
因为 9 的 括号 是 用 G 上 的 右 不 变 向 量 场 的 括号 来 定义 的 ,所 以 
有 
Ad(expa) = exp( —ad(a)), Va€ a. 
其 中 ap 表示 G 的 指数 映射 于 是 
Ad*(cxpa) = exp'Cad(a)), Va€ a. 
iR (M, w) 是 一 辛 G- 空 间 。 若 伴随 的 -空间 结构 是 Hamil- 
ton 《或 Poisson) 的 ， 风 我 们 称 (M , co) 为 Hamilton 【或 Poisson) 
G- 空间 。 
若 M 是 一 G- 空 间 ， XHE— se G, 我 们 把 对 的 微分 让 局 胚 
zl—:x, € M, 
1829 su. 
174. 5I. WE CM, w) 是 一 Hamilton G- 空 间 且 设 
pg M-sg*. 
是 一 矩 射 , 则 对 任意 的 5€ G, LIN 
posu — Ad" (s)on: M —> g" 
3— 58 MCA. 
证 。 对 任意 的 sg 有 
d( Ad* (s)on, a) =< Ad* (s)dn, a) 
= (dn, Ad(s?)a). 
Xu 15.3 89 CO, MEER]: M 和 ve T,M 我 们 有 
(dulv), Ad(s?)a) 
wx t(s asz, v) = c(asz, sv) 
= (du(sv), a) = (d(uosu, a))C2). 
于 是 对 任意 的 。 Eg 有 
d(Ad* (s)op, a) = (d(uosu), a) 
因此 映射 
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posu 一 Ad*(s)on 
在 局 部 上 是 常 值 的 。 证 完 ， . 
17.2. 命题 。 E (M, c) 是 一 连通 的 Hamilton 6G- 空间 ， 
p: Mg 
是 (M , v) 的 一 个 矩 射 , 则 
G) HERH EG, 
Pals) = usx) — Ad* G)u(x) 
是 g* 中 不 依赖 于 点 x* € M 的 一 个 元 素 。 
Gi) 对 任意 的 s, :EG 有 
Puls1) 一 p.) + Ad*{s) Pal). 
(ui) 对 任意 的 a, bega A 
cala, b) 一 (dq, (a), 5), 
ca 的 定义 见 $16. 
证 。 因 为 M 是 连通 的 , 利用 引 理 17.1 ER O. RAE CD 
得 
eur) = n(stx) — Ad*Csr)u(x) 
w= pls) + Ad" G) ) — Ad" G) Ad* QD) iC) 
- Pals) * Ad* (sypki), Ms,t€ G, 
于 是 (i) 成 立 。 微 分 定义 o. 的 等 式 得 
dplax) = 'ad(a)u(x) + dp,(a), x€ M,a€a&, 
从 而 对 任意 的 x € M Flo, 569 有 
(dnCax), 5) = (plx), La, 52]) + (dpaCa), b). 
但 是 根据 引 理 16.3 有 : 
(dalar), b) = 1n, a), Cn, 551€), 
因此 
esa, 5) ma {Cp, a), (n, b)) m (n, Lla, 五 ] > 
= (do,(a), b), Va, b€ 9, 
证 完 ， 
推论 . 从 G X e* FI o" REIRE SH 
(5, E) l> së Ad)E + pals), sE G, EEG", 
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是 Lie 笠 @ 在 向 量 空 间 .%* 上 的 一 个 仿 射 作用 ， 
对 于 g* 的 这 一 6G- 空 间 结 构 , 矩 射 
p oM —g* 
是 5- 等 价 不 变 的 , 风 
n(sx) = su(x) 一 Ad* (s) u(x) + Pals), Vs€ G,x € M, 
证 。 设 “是 G 的 单位 元 ; 则 由 定义 有 
(e, £)t— e£ = Ad*(e)E + eC) 
= + au(x) — px) = 8, VEEB", - 
又 由 等 式 Gi) 有 
(445)5 = Ad*(,5)5 + qu) 
= Ad*(5)Ad*(5)5 + Pels) + Ad* Cs) PaL) 
= Ad ()CAd* (5))& + (2) E eu) 
= (s, Vs,n€ G, E€ g*. 
所 以 推论 的 前 半 部 分 成 立 。 而 后 半 部 分 由 or 的 定义 便 得 。 证 完 . 

i. 命题 17.2 表 明 p, ECER To 中 的 一 个 1- 闭 上 
链 。 这 种 用 和 矩 射 来 定义 的 前 上 链 是 一 类 特殊 的 闭 上 和 链 (参看 
$20)。 一 般 说 来 , CE ge. 上 的 一 个 作用 即便 其 线 福 部 分 是 4d*, 也 
不 一 定 能 由 某 一 矩 射 得 到 ， 

17.3. $W. it CM, o) 是 一 连通 的 Hamilton G- 空 间 ， 则 
(M, e) 是 一 Poisson 空间 的 一 个 充分 条 件 是 存在 《M,w) 的 一 
个 第 射 4 使 得 对 任意 的 * 上 G 痢 有 

Bosy 一 Ad*(s)op, 

若 G 是 连通 的 , 则 该 条 件 也 是 必要 的 。 

证 ， 事 实 上 , 若 存 在 对 的 和 矩 射 上 使 

psy = Ad" (s)p, Vi€ G, 
则 对 任 一 s€ G 有 
Pals) = 0, 

于 是 根据 命题 17.2 的 《iii) 得 cx = 0, BREL (M , c) 是 一 Poisson 
G- 空 间 ， 反 之 ,着 (M, w) 是 一 Poisson G- 空 间 , 则 存在 (对 、o) 
的 一 个 矩 射 上 使 cm 一 0。 根 据 命题 17.2 的 Qi) 得 
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dpu(o) = 0, Yuk g, 
又 由 命题 17.2 的 Gi) 得 
dpnlsa) = Ad*(s)dg.(a) = 0 
SERES s € G 和 a eg 成 立 , 所 以 de, — 0, 若 G 连 通 , 则 映射 
9 是 常 值 的 。 但 根据 命题 17.2 的 (i), E e E GO RAE c DU 
Pale) = Palec) = Pe) + 4a* CCo) = pale). 
所 以 pule) = 0, Pa 一 0。 所 以 
posu = Ad* (s)^n, 
证 完 . 
注 1,。 若 G 是 一 交换 Lie 群 , 风 对 任意 的 ‘<《 G 都 有 
Ad*(s) — id, 
从此， 对 任 一 短 射 a. pu 都 是 从 G 到 加 法 群 8* 内 的 可 微 同 态 . 
若 G 还 是 紧 连通 的 《 即 G 是 一 环 面 ), 则 ps 二 0 且 
u(sx) = plx), V«€ G, x€ M. 
E26 XB A EE SE— GS PUBL LERB REER x € 以 ,有 
gr = (ax: a€ g) CRKeradn,. 
根据 命题 16.7 有 
Kerdp, "= (gx). 
所 以 G 的 轨道 是 迷 向 于 流 形 . 
注 2. Ti (M, 0) 是 一 齐 性 Hamilton. C- 空 间 , 也 就 是 jM 
的 任意 的 两 点 n ts PE GIO ORE s < 使 sx, = z (G EME 
T), ^ EMRA B3 MURRE 16.7, 6 JE— ELA. RA 
17.2 的 推论 可 知 , 这 时 了 映射 
n: M —>aM) 
EGE o" EASE M C E X) 89 X — Sui 85 — 4 A SS 
(revêtement). 


23 有 关 本 节 的 内 容 请 读者 参看 文献 [17], 123], 
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第 五 章 Poisson 流 W 


$18，Poisson 流 形 的 结构 


Schouten-Nijenhuis 括号 ， 设 对 是 一 流 形 ， 记 MM 上 的 Pp 阶 反对 
称 反 变 可 微 张 量 场 空 闻 为 D(M)。 于 是 每 一 空间 D,CM ) 都 是 向 
EA A'TM 的 可 微 截面 空间 。 我 们 有 
DM) = C"(M). 
在 外 积 人 所 定义 的 运算 下 ， 
DM) 一 DOM) 


是 一 2Z- 分 级 结合 代数 ， 对 任意 的 ve DOM) 和 v6 DM), 外 
积 人 满足 下 面 的 QZ- 交换 律 : 
uAv = (—1Y*toAu, 
我 们 在 D4CM) 上 定义 一 个 括号 [,], 册 双 线 性 映射 
[s]: D4CM) X DM) — DCM), 
[,1: (s, r) [u, v1, #, v€ D4,CM), 
ARCE TIR: 
(1) (f, gl *, 
(2) [XA AX] 
= (—1ÐPIXZ A- AXp f] 
2$ CaYGu- DXA eR NEn 
(2) [IXA ia AX YA ix -AY4] 
- 5 > (—1y*'[Xj, XI AXIA Ri XAYA 
tol j=l 
$i NYa 
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其 中 为 ge DM) — CM) 和 
XXX Yrs Y4€ DOM) 
都 是 任意 的 ， 符 号 AKEE KEEDA EEH, 
我 们 把 它 称 为 Schouten-Nijenhuis 括号 (参看 文献 [20])， 它 限 制 
在 
DM) X PDM) 

上 与 通常 的 向 晤 场 括号 一 样 。 AxER EDM), 
由 


[X, f] = Xf. 
对 任意 的 整数 0,420, 75 «€ DM) H ve DOM), ll 
有 
s lu, v) € Dorga MD, : 
而 且 


[4, v] = (—1)979P[s, u]. 
对 任意 的 «€ DM), A 
adu: vi> [u, v], v€ DCM), 
是 分 级 结合 代数 DLCM ) 的 一 个 8 一 1 BER Z,- 导 子 , 即 对 任意 的 
vE DM) 和 we Ds《(M) 有 
(s, v Aw] = [u, v] As +t C—1)97?o A [u, w]. 
Schouten-Nijenhuis 括号 满足 一 带 变 号 的 Jacobi 恒等式 
ln, [», w1] = [fu, v], w] + (71) "o, lu, w}, 
Vu € DM), v € D(M), w€ D,CM). 

把 DCM) 的 分 级 移动 一 位 ， 即 把 DCM) 中 的 元 素 定 义 为 
?一 工 级 元 素 , 则 在 DM) 上 得 到 一 Li 超 代 数 结构 , 它 是 一 Z- 
分 级 代数 《参看 定义 7.2). 

如 果 «€ Ds(M) H 1€ DX(MD, Ji] 

一 [jz] = i(df)s. 
E p, (HEX h.c. BEGIISEGNUR OCMOR 
一 组 
hs sf € CC(M), 
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有 


[fi u] 一 和， 一 1 
WAP «= 0。 
在 以 后 的 讨论 中 , 忆 恒 表示 DCM) 中 的 一 个 元 素 ， 若 无 特别 
声明 ,总 假设 wv 是 取 定 的 ， 
根据 Schouten-Nijenhuis 括号 的 性 质 , 对 任意 的 jE CCM) A 
H: = [f, w] = (w, fl, 
于 是 映射 
H: j} H;, [€ C"(MD, 
EM CUM) 到 向 量 场 空 间 DCM ) 内 的 一 个 线性 映射 。 XC E 
音 的 Xe D((M) 和 ECM) 有 
(81) [X,Hj] = IX, Ej, w1] = [X], w] + lf, [X, w11, 
从 而 有 
(182) [X, Hj] = Hy, + if IX, wl], 
定义 一 个 双 线 性 上 映射 
GE: CM) x C*(M)— C*(M) 
为 
{f, g} = Hg (= [lw, 11, gl), Vf,ge C"CMD, 
则 对 任意 的 1, g hE CAM) 有 . 
(18.3) {1, gh} = {fs g}h + gli, 4l. 
因为 对 任意 的 1, ge C~(M) 有 


If, sg] = 0, 
所 以 
{fse} + {gsf} = [Hi, g) — If, Hj 
= [[w, fl, g] — lj, [w, g1] 
= |w, [fa g1] = 0. 
所 以 得 


(184) {1, £8} = —{g,1}. 
Zi X, Y 是 M 上 的 两 个 向 量 场 ， 则 对 任意 的 ECM) 和 
«€ LCM) 有 
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(a, [fy XAY D) = (a, IX AY, 11) 
= (a, (Yf)X — (XI)Y) 
= (aAdf, X AY), 
所 以 对 任意 的 ECM) 和 ac CM) 有 
(18.5) (e, [f, w1) = (eA df, w), 
因此 ,对 任意 的 fsgE C"(M) 有 
{js g} = [f, wlg 一 (ag, Hf. wl} E (dg Ndi, w), 
即 
(18.6) {fag} = (dg A dt, w). 
设 U 是 MM 的 坐标 邻 域 ，x,,"…， x. 是 UU 上 的 坐标 eU 
上 的 坐标 表达 式 是 


“~ 二 光志 LS ci == — Ciis 
则 对 任意 的 f EEC"), bs 


" 8f. 
H = ü 
f 2e Ox; as 


Giu 


aH 
ey 99 xi, mb d im dett 
18.7. 引 理 ， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
G) 对 任意 的 f, g, 4€ C'(M), 
1, ig, Al} + igih, IHE M G.S S 8}} = 0, 
(0) 对 任意 的 f, ge C" (M), 
Hy = [H;, H,]. 
Gi) XE EAS 1€ COM), 
1 H4, 9] = 0, 
(iv) Lie, w} = 0, 
证 ， 直 接 计算 得 
U. ig, hyi + ig, ihs Hr 十 D, LU, gi 
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= HH,A) 十 H,C— Hj) — Hoyah 
= [H;, Hilh — Hyg. 
因此 Gg 和 (i) 等 价 。 
若 fE CU)， 则 
[H,, w]€ Di(M). 
若 对 任意 的 ge CU(M) 有 
[g, LH,, wi] — 9, 
则 必 有 [H; w】 一 0。 利 用 
LH;, H,] mm Hy; 
= [H,, [g, w1] — lHye, w] 
= [g, [Hj, w]], 
Ea Gi) 和 (iii) 等 价 。 最 后 ,根据 等 式 
Uf; Ev, wl] = [[f, wl, w] 一 [wo Lf, w]] 
= 2 lif, wl, w} = 2[H;, w], 
得 G RI Gv) 等 价 。 证 完 ， 
i. d 
4 CC"(M) 
是 一 函数 组 , 妥 中 所 有 函数 的 微分 生成 模 刀 (MD) Clin HM B 46 
标 函 数 所 构成 的 函数 组 ), 则 引 理 18.7 中 的 G), GDA Qi) 只 要 
求 对 多 中 的 函数 P, 2. 成 立 。 若 [wy w) 一 0， 则 根据 (18.4) 
和 引 理 18.7, 括号 { ,} 在 CM) 上 定义 了 一 Lie 代数 结构 。 若 MM 
是 一 辛 流 形 , 即 w 二 w， 等 式 《18.3) 表明 ， 这 一 括号 对 CoM) 
的 医 数 积 的 作用 和 Poisson. 括号 一 样 。 
18.8. EX. i M JE— DUE," EM ER) — Tr Bos BRE 2 阶 
ACE VE e WE 
> [m， w] 一 D, 
MER w 29M I-BJ—^* Poison 结构 。 车 w 是 M 上 的 一 个 Poisson 
结构 , 则 称 《M , w) 为 Poisson WÉ, 
WEM EE Poisson 结构 史 都 在 CM) 中 定义 了 一 个 括 
Siole, IMi, w) 和 (Ma w) 是 两 个 Poisson. 流 形 ， 


‘lile 


vp: M,—M, 
是 一 可 微 映射 ， 若 对 任意 的 f, g 《 COMO 都 有 
Pf, z),, = (Pf) o* Gl, 
Ri e $25 J. (Mis u) E CM s wz) IBS RE. 
ik, 车 ww 是 流 形 M 上 的 一 个 Poisson 结构 , 则 对 任意 的 
[€ C~(M)， 根 据 引 理 18.7 有 
[H;, w] 一 0， 
这 个 等 式 说 明 ,M 上 由 向 量 场 蕊 所 生成 的 微分 同 有 是 流 保持 张 量 
不 变 。 | 


$19. Poisson 流 形 的 叶子 


Bw EREM LRA Poisson 结构 。 对 任意 的 EM, E 
义 线 性 映射 
YS TIM — TM 
[X TEXBU) Esne TIM 有 
(5, Y.(3)) = (EN m, v). 
把 7; 的 象 记 为 Ls， 则 对 任 一 «€ M, Le 是 T.M 的 一 个 维 数 等 
Tos. 的 秩 的 向 量子 空间 . L: 的 维 数 一 般 说 来 依 井 于 点 x+、 但 总 
RBS. RHAN SS 中 的 记号 。 
19.1. BI. 对 任意 的 f€ CM) 和 x€ M, RITE 
Hj(x) € La 
证 。 事 实 上 ,根据 (18.6) ,对 任意 的 ge € CM) 有 
(Hyg) (x) = (f, gY(3) = (dg A df, w) (x) 
= (dg, vY.(di.)), 
所 以 
Hx) = v.(df.) € L.. 
证 完 . 
车 ww 在 M 上 秩 忆 等 于 2p， 则 对 任意 的 *e M, 向量 空 间 工 ， 
EHANA Hj € C~(M)) 所 生成 的 TM 的 一 个 可 微 子 从 的 纤维 。 
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其 体 来 说 , 若 

ficco fa € CPCM) 
EAX € M 的 某 一 邻 域 上 是 不 相关 的 , DUDSETXADIRLB BS FEE — A 
ys Ly 都 是 由 


Hpo i= l;t; n 


所 生成 的 了 ,M 的 向 量子 空间 因为 对 任意 的 fo ge CM), R 


据 引 理 18.7 有 
IH Hi) = Ho. 

所 以 该 向 量子 从 , 记 为 L, 是 TM BARPA. DDE.MAEÉL 
的 积分 叶子 的 并 僻 , 即 村 是 这 样 的 子 流 形 的 并 集 , 这 些 F 满足 

| T,F = L,, Nx€F, 
并 且 在 包含 关系 下 ， 它 们 在 对 的 所 有 满足 这 个 等 式 的 子 流 形 中 是 
极 大 的 (参看 文献 [4]). 

类 似 地 ,在 w 不 是 常 秩 的 情形 ,我 们 也 把 M 的 任 一 满足 
T,F = L,, Vx€ F, 


.的 极 大 子 流 形 称 为 Poison WE (M, w) 的 一 片 叶子 . 


192. 命题 . 设 F 是 Poisson BUE (M, w) 的 一 片 叶子 , 则 看 


_ 在 唯一 的 一 个 2- 形 式 ore Q(F) 使 对 任意 的 j, ge CM) 有 


tog H,| zy ls) = {g flr. 
X wr 是 了 上 的 一 个 辛 结 梅 ， 对 任意 的 ECM), Hil 是 对 应 . 
FAX flr 的 了 上 的 Hamilton 向 量 场 . 
E. HEBR t E 万 和 任意 的 E, nE TzM ， 由 yx 的 定义 我 
们 有 
(Aq, w) = (5, TG) = — Qs 00D. 
因此 , 当 和 9 中 至 少 有 一 个 属于 映射 
T; TIM — TM 
的 核 时 ， 
(EAn, Wwe) = 0, 
因为 
ZL 一 7* Hf. 


"1i3. 


所 以 我 们 可 以 在 上, 上 定义 一 个 反对 称 双 线性 型 wo。 如 下 : M E 
XU u, vE Ls i 
u = YCE), v = Y.(n), E, n€ TIM, 
则 o. Æ Cu, v) 的 值 定义 为 l i 
eI), Y. = (EA n, wi). 
显然 该 值 与 5, 3 的 选取 无 关 , 只 依赖 于 
u = TE) 和 Uv = vx). 
因为 对 任意 的 x E F 都 有 


Ly = TF, 
所 以 在 上 存在 唯一 的 一 个 微分 2- 形 式 mr 使 对 任意 的 x* € FE 
(vp), = (Ox. 


事实 上 ,根据 (18.6), 对 任意 的 1; g€ CM) RTA 
esH;|p, Hels) = (dj A dg, w)lp = la, flr. 
因为 F 上 的 向 量 场 楼 由 形 如 HiG ECM 的 向 量 场所 生成 ， 
所 以 上 式 唯 一 地 确定 了 wr. 而 且 该 等 式 表 肯 cr 是 一 微分 形式 , 即 
c; € (F). 
对 任意 的 x€ M, WE v. 的 定义 ，Ker v, 是 TM 上 的 双 线 性 型 
5: (E, 9) — (5, mw), E, nE TIM, 
的 核 。 因此 wr 的 秩 在 了 的 任 一 点 zx 处 都 等 于 dimF = dimL,, 
下 面 我 们 证 明 wr 是 一 闭 微 分 形式 . ER 1,5 € CCM). 
为 简化 符号 ， 把 向 量 场 H He Hi 在 F 上 的 限制 记 为 Hr He, 
H. TEA 
. (OCH or) (Hes Ha) 
= Hor(Hes Ha) — wr([Hy, Hel, Ha) 一 or， [Hj Hal) 
= {f, 1458, g}} — {8, {fs gh 一 (1. LP g) = 0. 
所 以 对 任意 的 fe CM) E 
OCH; Jor = 0, 
另 一 方面 ;对 任意 的 f, ge CM) 我 们 有 
Glos) (He) = íg, fils = GIG. 
于 是 对 任意 的 fe CM) 有 


« 114: 


(19.3) i(Hpor = (af)l r = dG lr). 
因此 
i(Hi)dor = 6(Hj)o, = 0, Vf € C"(M).. 
因为 H,(€C^(M)) 生成 F 的 向 量 场 模 , 所 以 上 式 表 明 
dor — 0, 
即 wr 是 闭 的 。 于 是 我 们 证 明了 wr 是 叶子 KF 上 的 一 个 辛 结构 。 又 
FA (19.3) 说 明 H,| e 是 F 上 相应 于 函数 fs 的 Hamilton. fd X 
场 ， 证 完 ， 
推论 。 对 任意 的 f, gE CM) 有 
Us gtir = {flrs glr}rs 
HPpFRELS RM EH wR ENRI Poisson 括号 ， 而 右边 
的 括号 是 叶子 下 上 由 辛 结构 or 所 定义 的 Poisson 括号 ， 
证 。 事实 上 ， ` 
Us gY le = orCHsls, Hug 
a tos (Hyl v, Hels) 


{flrs glzlz. 
证 完 ， 
若 必 是 流 形 M 上 秩 恒 等 于 dimM 的 Poisson 结 构 , 则 
L-—TM, 


而 且 对 是 Poisson NE (M, w) 的 唯一 的 一 片 叶子 ,从 而 mx 是 对 
上 的 一 个 辛 结构 。 出 这 一 辛 结构 所 定义 的 括号 运算 同 由 Poisson 
结构 定义 的 播 号 运算 是 一 样 的 ， 反之 ， 若 w 是 流 形 对 上 的 一 个 辛 
结构 , 则 可 利用 它 定义 从 TM 到 T*M 上 的 一 个 同 构 ， 
p: vI— z(v)o, vé TM. 

从 而 导出 从 DCM) FIM) 上 的 一 个 同 构 。 在 这 一 同 构 下 , o 
的 逆 象 是 M 上 的 一 个 秩 恒 等 于 dimM 的 Poisson 结构 w, w 在 叶 
子 M 上 导出 的 辛 结构 与 如 重合 . 

所 以 ,六 结构 是 Poison 结构 的 特殊 情形 。 命题 19.2 的 推论 
表明 ,对 Poissun MÆ (M , w) 的 任 一 片 叶 子 F, 恒 等 内 射 

i; F—M 
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是 一 Poisson 流 形 同 态 (在 F 上 取 由 辛 结构 or 所 定义 的 Poisson 
结构 )。 
可 以 证 明 (参看 文献 [15])， 任 一 Poisson 流 形 都 是 它 的 积分 
叶子 的 并 集 ， 
fl. 设 X,Y 是 流 形 M 上 的 两 个 向 量 场 ， 并 令 
w= XAY€ DM). 
TR 
[w, w] = IX AY, XAY] = XA[IY, XIAY -YAEX, YIAX 
-2[X, YJAXAY. 
f [X,Y] —0, lll (M, v) 是 一 Poisson 流 形 。 此 时 ,对 任意 的 
fs gE CM) 有 
U. g} = (Y D(Xg) — (XXY g), 
而 且 
H; = (Yf)X — (XHY. 


在 一 般 情况 下 , 在 M 上 存在 两 种 类 型 的 叶子 。 退化 为 一 点 的 叶子 


和 2 tF., 第 一 种 类 型 的 叶子 是 MM 的 使 
(XAY) >0 
的 点 x, 第 二 种 类 型 的 叶子 构成 了 M 的 开 集 
U= (x€ M: (XAY), 0} 
上 的 一 个 叶 结 构 , 


$20. Lie 代数 的 对 偶 上 的 Poisson. 结构 


在 这 节 中 ;我 们 记 9 为 一 +» 维 实 Lie 代数 , 记 8,,'**, 0, 79 9 
的 一 组 基 。 RME 9 等 同 于 它 自 身 的 两 次 对 偶 Ca*)*. TESTE 


空间 9 看 成 C" (9* ) 的 一 个 子 空间 ,而 把 o1,*…, a。 看 作 9* 上 的 


坐标 。 令 
(20.1) w=— 4} PA [ais ai] 5 
ij= irs 
为 了 避免 符号 混淆 ， US ]s 表示 en Schouten- 
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Nijenhuis 插 号 ,而 8 自身 的 括号 仍然 用 [,] 表 示 ， 

20.2. 引 理 ， 由 式 (20.1) 定义 的 张 量 几 是 g*. 上 的 一 个 Poisson 
结构 、 而 且 ， 对 由 w 定 义 的 C" (g") 中 的 Poisson 括号 1 ,} 和 任意 
WJ 5,c€o Æ 

ib, c} = Liw, 51s, cls = ib, cl. 
W. d 
Ets Ee E 
Æ o* 的 一 组 对 侦 于 astees as 的 基 , 则 对 任意 的 5 Eg 有 


2» = (E, b), i= 1,- ean, 
0; 


于 是 有 
Lw, bls 


~ Y fja a [NER E 
i i» iK, 5) Ba; lais aill Eis 5) x 


- 2j [5, a;] T 
i-i ðs; 
因此 对 任意 的 5,c€8g, : 
(5. c} = ilw, bls, cls = lb, cl, 
”再 根据 g 中 的 Jacob 恒等式 可 推出 (,) 也 满足 Jacobi 恒等式 ， 
由 引 理 18.7 和 它 下 面 的 注 可 知 
[w, wls = 0, 
所 以 wv 是 g* 的 一 个 Poisson 结构 ， 证 完 . 
我 们 可 以 用 下 面 的 条 件 来 刻 划 张 量 w( 比 较 (18.6)): 对 任意 


的 5,cég 有 
(db A dc , w == lec, b]. 


BIA se RAXBCT HE ase, a。 的 选择 ,我 们 称 它 为 上 的 标准 
Poison 结构 。 
设 0. 是 两 个 Lie UE ES 
6: &8—$9 
是 一 Lie 代数 同 态 。 如 果 我 们 在 时 和 时 上 同 取 标 准 Poisson 结 
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构 , 则 由 
($a), ë) Kas $E)», Va€g, 5€ P 和 
定义 的 映射 E 
45 or 
是 一 Toss AKAS. 特别 , 3 9 是 Li Lie 群 G 的 Lie 代数 , 则 g* 
203. 命题 . a 则 G 的 
余 伴 随 表 示 的 全 部 轨道 就 是 g* 的 标准 Poisson. 结构 的 全 部 叶子 ， 
证 ， 对 任意 的 a, 5 Eg fü EE, 我 们 有 
b (Ad * CexpCr7a))5) 
7 Cexp'(ad(18))5, 0) 
= (E, 5) + E, a, bh + Ci. 
对 aE 9, ULT, Ro" LEAT e J.T GHI AR EEESTE RI EDI 
T; Sia, EEN", 
则 对 任意 的 5 € o 有 (把 5 看 作 g* 上 的 函数 ) 
Lb m [a, 5]. 
[B F5] E 20.2 有 
la, sl = las bi = Hb, 
AH E— s Eg 有 
D, = Ha 
对 任意 的 EE o*, 由 形 如 
HKE), 1E C(g"), 
的 向 量 构成 的 线性 空间 L 与 所 有 向 量 
PG), «€ 9, 
构成 的 线性 空间 相 重合 ， 即 重合 于 轨道 hda*(G 站 在 点 上 的 uu 
间 。 于 是 推出 标准 Poison 结构 的 任 一 片 时 子 在 4at(G) 的 作用 
下 不 变 ,而 且 对 4a*(G) 的 任 一 轨道 9 和 和 任意 的 Eee 8 有 
T0 = Ly. 


由 于 G 是 连通 的 , 所 以 4a*(G) 的 所 有 轨道 便 是 所 有 的 叶子 。 证 


[—4 
ZU. 
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推论 。 设 5 是 一 连通 Lie 群 ， 则 G 的 余 伴 随 表 示 的 任 一 轨道 
F 都 具有 唯一 的 一 个 辛 结构 or fir d REAL 
i Fg 
对 于 a* 上 的 标准 Poison 结构 是 一 Poison 流 形 同 态 ,又 cr 是 G 
不 变 辛 结构 。 
证 ， 直 接应 用 命题 19.2 和 它 的 推论 便 可 。 
E. | 

在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 把 上 面 推论 里 的 辛 结构 ws VOU F 
上 的 标准 辛 结构 。 

204. 命题 、 设 G 是 一 连通 Lie 群 旦 设 了 是 G 的 余 伴 随 表 示 
的 一 个 执 道 ， 设 wz 是 上 的 标准 辛 结构 ， 则 辛 C- 空 间 CF, ap) 
是 一 Poisson G- 空 间 , 而 且 恒 等 淄 人 

p: F — g" 
是 CF , wr) tE. 
证 .事实 上 ,根据 命题 19.2, 对 任意 的 a€ g， 我 们 有 
Heo = Hls = Hle = PF. 
于 是 对 任意 的 5€ F, 
He) = FCE), 
这 说 明 (F, wr) 是 一 Hamilton G- 空 间 且 天 是 一 矩 射 。 又 显然 6 
是 6- 等 价 不 变 的 ， 所 以 由 命题 17.3 F, wr) 是 一 Poisson G- 
空间 。 证 完 ， 
20.5. A. i} (M, o) 是 一 Poisson G- 空 间 , 且 设 
sg Mg 
是 (M , o) 的 一 个 矩 射 使 对 任意 的 *< G 和 x €M 有 
ps) 一 Lae(Cr)Az)， 
则 对 于 a” 上 的 标准 Poison 结构 ,# 是 一 Poisson 流 形 同 态 。 

证 事实 上 ,由 假设 是 CE- 等 价 不 变 的 ,根据 命题 17.2，2 

HELE cx 一 0。 于 是 对 任意 的 a, 5ég 有 
{u"Ca), at OXO)) = (Gn, e),( n, 02] 
一 《ps [ay 01) = n* a, 5] 一: *(a, 5]. 
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因为 g 的 一 组 基 可 看 作 g* 上 的 一 个 坐标 系 , 所 以 由 上 式 有 
er{f, A} = {pf), BG) f, h € C" Ca). 
wz. 

TERNER, 4 (M, o) 只 是 一 个 Hamilton G- 空 向 而 
不 一 定 是 Poisson 空间 ,在 把 g* 上 的 标准 Poisson 结构 换 为 由 G- 
ERJ (M, o) 所 确定 的 一 个 Poisson 结构 的 条 件 下 ， 上 述 结论 仍 
Bux x GE XI, I231). 

AWE RAA as. 2, 来 表示 8 的 一 组 基 ， 我 们 把 
映射 


e: E 3 CE, oi) S qp EE 


X28). a* B) g* NE SR CORRER 由 定义 知 
PE g* 的 平移 变换 下 不 变 . 
有 映射 可 以 扩充 为 从 外 代数 A Ca*) 到 9* 的 反对 称 肥 变 张 量 
代数 De(g*) 内 的 一 个 标准 内 射 同 态 ,使 A%e*》 在 这 一 同 态 下 
的 象 是 8* 上 的 在 平移 下 不 变 的 ” 阶 反 对 称 反 变 张 量 场 空 间 。 事 
实 上 ,着 把 人 *(g*) SAF g 的 反对 称 -形式 空间 47(9), M p- 
形式 


| . 8€ ACS) 
对 应 着 一 个 张 量 场 
Be D,Cg, 
ĝ sapis 
ie, IS UNA E 
é P! PA ^ "s ip) Bai, A 人 Bai,” 


其 中 指标 6 …，z 遍 取 所 有 整数 1. 
对 任意 的 ac 4?(9)》 和 PEA 我 们 有 
[4, Š]: = 0, 
我 们 指出 ,对 代数 A(g) 的 二 1 级 Z:- 导 子 了 有 等 式 
(48) Cas 5) 一 一 扩 [a, 51), 
其 中 ge Ala) 和 a, beg 都 是 任意 的 ， 事 实 上 ， 该 等 式 是 下 面 
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熟知 的 等 式 的 直接 结果 : 
(48) Ca, b) = apb) — bpla) — BlLa, ^1). 

d 是 a EHE RHBES ESERJER] EXoORECEUB XORRLL3]). 

20.6 命题 。 对 任意 的 ?之 0 和 ge AGO. 我 们 有 

[w, Els = —(4p). 

其 中 必 由 (20.1) 定义 。 

证 。 因 为 映射 

o? ulk [w, u]s, «€ Delat), 
是 代数 Dw(g*) 的 一 个 Z;- 导 子 , 而 
p: pi> B, BEAC), 

是 从 代数 4(g) 到 Da 内 的 同 态 ， 所 以 只 需 对 9 — £6o* 来 
验证 等 式 .着 peo, WA 


ie dO 
£ 2i. Da 
Lw, £1; = — IË, w]s 


br LX (£, Lai, a1) Z os 


ellos re E E 


2 jj Ba; Ba; 
~ — (ai). 
证 完 。 
i. ROE 


238 = 2Le, [w, Psls = Lv, 1s, s] = 0. 
E EXE P 0 RE [w,w] — 0 的 另 一 种 形式 ， 
Wie. 设 8€ Ll) 是 9 上 的 一 个 2- 上 链 , 为 使 wi e a" 
上 的 一 个 Posson 结构 ,充分 必要 条 件 是 8 是 一 2- 闭 上 链 , 即 de= 
0. 
X. 事实 上 ,我 们 有 
Le — 8, w — B)s = lw, wls — lw, Bls — Eg, wl]s 
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- —2 [w, 8) 
= 2 (df), 
所 以 
w—B,w — B]; 0 
的 充 要 条 件 是 dp 一 0. 证 完 。 
于 是 8 上 每 一 2- 闭 上 链 8 都 对 应 着 是 上 的 一 个 Poison fi 
构 w — 8, RAHE w 一 名 在 C" (o) 中 所 定义 的 括号 记 为 {,}s. 
它 可 以 由 下 式 来 刻 划 ; 
{as bta = La, 0) — LL, als, 6]s 
= [a, 0] + 8(a, 0), Va, Eq 
设 G 是 一 Lic 群 ,而 9 是 G 的 Lie RI, 8 Je s E09 2-1 Et, 
则 在 一 般 情形 下 ，p?oisson 结构 w 一 不 一 定 是 在 G 的 余 伴 随 表 
示 的 作用 下 不 变 的 ， 我 们 将 看 到 , AGERE, N w — fE 
G 在 上 的 某 一 仿 射 作用 下 是 不 变 的 ,该 仿 射 作用 的 线性 部 分 是 
G 的 一 个 余 伴 随 表 示 ， 
20.7. 引 理 . iX 8€ AC) 是 8 上 取信 于 R 中 的 2- 闭 上 和 链 . 
定义 线性 映射 
f: gg 
使 
(gla), b) = Bla, b), Va, 5€g. 
再 利用 对 偶 关 系 定 义 g8 在 o". 上 的 表示 ad* 为 
—(ad*(a)6, b) = (6, ad(a)5), 
VE Eg", Va, Eg, 
则 对 任意 的 a, 5< 9 有 
ad* (a)g(5) 一 sd*(5)6(a) — gCLo, 51) = 0. 
和 证。 事实 上 ,根据 定义 对 任意 的 <《g 有 
《ad*(a)8(5) — ad*(b)8(a) — BCLa, 51), e) 
= —f(5, [ay c1) + pla, [5, c1) — &Cla, 21, e) 
z (dp )Ca, 5, c) 一 0。 
KAUSAR. E. 
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iS S XR UE S 是 一 2- 闭 上 链 , Me 是 9g 上 取信 于 由 od" 
所 定义 的 9 模 a* 中 的 1- 闭 上 链 。 注意 到 对 任意 的 a。 Eg 有 
(gCa), a) = 0. 
一 般 说 来 , 在 & 上 存在 取 值 于 g* 中 的 1- 闭 上 链 不 满足 这 一 条 和 件 ， 
例如 , 当 g 是 一 可 换 Lie 代数 时 , 8 上 便 存在 这 样 的 1- 闲 上 链 . 
20.8. 310. if o dE XE Ñ Lie BE GH Lie R% x dg E 
ÈT oii a* (表示 是 ad*) 中 的 1- 所 上 链 ， 则 存在 唯一 的 一 个 可 
[UE 
RG-g* 
使 对 任意 的 teEG 和 a Eg 都 有 
(GD fGD = f) + 42*COK OO, 
(Gi) afla) = X(a). 
WE. XE— a€a, F L. 为 G 上 对 应 于 4 的 左 不 变 向 量 场 
L.: sI sa, WEG, 
设 o 是 G 上 一 个 取 值 于 g* 中 的 微分 1- 形 式 使 对 任意 的 ye G 和 
任意 的 seg 有 
a(sa) = Ad*(s)X(a), 
则 我 们 有 . 
o(sexp(1a)8) = Ad* (s) Ad*( expCta))X(b) - 
(o Ad* ()X(b) — rAd*(s)ad*(a Xb} + Pee, 
MEAs e Gik, 
Lol Ls) — Lia(L,) 
等 于 
— Ad" (s)Cad*(a)X(5) — ad b)XCa)). 
Kx 是 一 1- 闭 上 链 , 所 以 我 们 有 
La(Lj) — Lo Los) 
= — aÇ Lum) = o(EL,, L,1). 
于 是 推出 
(da)(L,, Lo) = Leal Li) 一 Laal La) — a([L4, Lal) 


= 0, 
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这 一 等 式 对 任意 的 a, 5 Eg 都 成 立 ， 所 以 doe 0. 又 因为 G 是 
. 单 连通 的 ,所 以 存在 唯一 的 一 个 从 GE o* 内 的 可 微 映 射 了 使 df 一 
c 且 灰 c) 一 0(e 是 CG 的 单位 元 )， 现 对 任意 的 *< Ga Eg 有 
df(sa) — Ad" (s)dfCa) = alsa) — Ad*(s)a(a) = 0, 

Kst) — Hs) — Aa*GCORG) 

与 + 无关, 又 涩 + 一 “时 它 等 于 o, MA f 满足 条 件 G) 和 QD. 

反之 , 若 了 满足 (i) 和 (ii), 则 
^ df(sa) = Aad^ (s)df(a) = Ad* (s)X(a), 
E f(e) — 0, 由 此 便 导 出 唯一 性 ， 证 完 ， 
20.9. BIJE. i£ g Æ Lie REGIE Lie (CIE BE 
f: G-g* 
是 一 可 微 瑞 射 使 对 任意 的 s 26 G 有 
Ks) = 1G) + 4a* GYGOÓ,- 
y . 
G) 对 任意 的 skg 和 *eG 有 
ad* (a)f(1) = dila) — Ad* (Df A07 )2). 
Gi) 对 由 关系 式 
sE = Ad" (5)& + HG) 
所 定义 的 G 在 g 上 的 仿 射 作 用 有 
TA = (a, 5] + (df(a), b), Vas bE 9, 
证 ， 将 等 式 | | 
Kst) = 1G + 4a*GCOKCO 
分 别 对 * 和 * 求 微分 得 
df(at) = df(a) — ad* (a f(1), 
d(sa) = Ad* (Sdf(a), Vs, 1€ G, Va g. 
在 第 二 式 中 把 sH :, $8 2 O9 Adl Ya 得 
, df(at) = Ad* (jdi Aalt Ya). 
再 利用 第 一 式 便 推出 CD. 
把 a 中 的 元 素 看 作 8* 上 的 函数 ,由 等 式 


*124* 


st = Ad" (5) + C), 
得 
ECE) — (56,5) = (4a* G6 + ICs) E), YEG, &£€g*. 
对 : 求 微分 得 
CTCE) = db(at) 

= (—ad* (a)E + df(a), b) 

= (ë, la, 8D + (di(), 5) - 

= ([a, 61)(8) + Cafla), P), 
HEBREE 和 a, beg DE. (G) HE. EZ. 

现 设 8 是 单 连通 Lie RE GHY Lie 代数 。 设 8 是 g 的 取信 于 R 
中 的 2- 闲 上 链 。 设 8 为 8 上 取 值 于 a* 中 的 1- 维 上 链 使 对 任意 的 
«,b€a 有 

(fa), b) = Ba, P). 
根据 引 理 20.8, 存在 唯一 的 一 个 从 G 到 g* 中 的 可 微 映射 fo, 使 对 
任意 的 ,1 EG 和 a Eg 有 
I st) 一 Aa* (Jfa) + 1G), 
和 . 

djala) = Bla). 
于 是 可 由 等 式 
së = dd* ()£ + fs), WSE G, Eeg* 

来 定义 G 在 g* 中 的 一 个 仿 射 作用 。 我 们 称 这 样 定义 的 G 在 g* 中 
的 仿 射 作用 为 附属 于 2- 沁 上 链 的 作用 。 另 一 方面 ， 根 据 命题 
20.6 的 推论 ,我 们 知道 ,由 2- 闭 上 链 能 决定 一 张 量 D € DCE 
w — B 是 上 的 一 个 Poison 结构 。 

20.40. 命题 . 设 8 是 Lic 群 G 的 Lie 代 数 且 设 F E a EBUÉ 
于 了 中 的 2- 闭 上 和 链 ， 若 G 是 单 连 通 的 , 则 在 6G 在 8* 中 的 , 附属 于 
8 的 仿 射 作用 下 , 9* 上 的 Poisson 结构 w — E ERER. 

证 ， 对 任意 的 EG, 令 

sa: I> Ad" (5 十 IG), VE a* 
为 g* 中 相应 于 * 的 仿 射 自 局 构 。 dd 1 为 Coa) m di 
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Poisson 结构 w 一 Â 所 定义 的 括号 , 则 对 任意 的 €《 G 和 a eg 有 
s*a) = Ad(s)a + bfals), a). 
在 上 式 中 我 们 已 把 Ca) 当 作 a 上 的 函数 ， 并 利用 了 定义 ( 见 
$17) 
Ad*(s) = 'Ad(57), «€ G, 
于 是 ,根据 引 理 20.8 的 (ii) 有 
dirla), 5190021, 
= |42(s?)a, Ad(s:)5), 
= Ad(s 0a, 5] + 8(Ad(s7)a, 4d(;7)5) 
= Ad(s")La, b] + (8 Aa(57)a, Ad(57)5) 
= Ads) a, b] + CAd* Gr)dfs( Ad (s^), b). 
又 根据 引 理 20.9 的 (0 得 
Ad*(s)afol Aala) = dja) — od*(a)jals). 
AERA s E G 和 a,5€g 有 
i {st#Ca), si*(b)}s 
= Ad(s a, 51 + (dfa(a), 5) + (GO), Las 21) 
= 5* (lo, 01) t (Cf Ca), b) 
= sa la, $] + pCa, 0)) 
一 siela, 5), 
这 就 证 明了 对 任意 的 (€ G,5,* WE Poisson. WHE (g, w — B) 
的 一 个 自 周 构 。 所 以 Poison 结构 w — 8 对 于 G 在 8* 上 的 附属 
于 8 的 仿 射 作用 是 不 变 的 。 证 完 ， 

, 20.1. 命题 ， 条 件 与 命题 20.10 相同 .8* 的 由 Poisson. 结构 
w — B 所 定义 的 全 部 叶子 就 是 G 的 附属 于 8 的 作用 所 给 出 的 全 
部 轨道 ， 

证 。 事 实 上 ,根据 引 理 20.8 我 们 有 
Th = la, b] + (dfCo), 5) 
ta， ¿bl 十 8 Ca, b) 
= {a,b} = Hh, Va, be gy, 


D, H,, Va€ g. 
余下 的 证 明和 命题 20.3 的 证 明 完 全 一 样 , 证 完 。 
推论 。 对 于 由 G 的 附属 于 8 的 仿 射 作用 所 给 出 的 是 中 的 任 
一 轨道 F. 都 有 了 唯一 的 一 个 六 结构 wr (TE ERA 
p: Fg 
对 于 g* 上 的 Poisson 结构 w — B Xk— Poisson 同 态 。 该 辛 结构 
oz 在 G 的 作用 下 不 变 。 又 辛 G6- 空间 《FF, wr) 是 Hamilton f, ^ 
EEH. 
证 。 证 明和 8 一 0 时 的 证 明 类 似 ( 命 还 20.3 的 推论 及 命题 
20.44), E. 
It (M, o) 是 一 Hamilton G- 空 间 , 并 设 
p MY | 
| AH. dE $15 中 , 我 们 答 用 定义 了 8 上 取信 于 愉 中 的 一 个 2- 
闭 上 链 <。 
calas 6) = (Cn, a), (n, 5)) 一 《P la, 6]) Vad Eg 
20.12. 命题 。 在 g* 上 取 Poison 结构 w 一 s, AJIES 
w M g" 
是 一 Poison 流 形 同 态 ( 参 看 文献 [15] , (171). 
证 ， 事 实 上 ,对 任意 的 a. 5&€ g RIA 
ia*Ca), a* C5) = {Cusa}, (n, a)} 
一 《ps la, 51) + cala, 5) 
= a*([a, 5] + e.a, b)) 
= u*la, b]... M 
Ws. 
我 们 已 经 知道 ($17), 若 G 按 下 面 定义 的 方式 作用 在 g* E: 
HEX s E G 和 EE g*, 
sẸ Ad* (5)5 + p), 
其 中 
Pals) 一 (sx) — Aa*)n(x), x€ M, 
Jud 
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B) M —g* 
是 G- 等 价 不 变 的 ， 又 根据 命题 17.2 我 们 有 
caa, b) - (do. (a), 5), Va, 5 € g, 
所 以 - 
de, = 6n. 
这 说 明和 如果 G 是 连通 的 , 则 6G 在 g* 上 的 仿 射 作用 可 由 G 的 单 连 通 
性 盖 群 的 附属 于 闭 上 链 c. 的 仿 射 作用 通过 作 商 而 得 到 ， 
习题 1. 完成 命题 20.11 及 其 推论 的 证 明 。 ——— 
习 砷 2. 设 8 是 单 连 通 Lie 群 G 的 Lie 代数 且 设 8 是 9g 上 取 值 
于 中 的 2- 闭 上 和 链 , 
1) ERGE g* 中 的 附属 于 的 仿 射 作用 的 由 g* 的 原点 给 
出 的 轨道 1KG) 的 维 数 等 于 的 秩 ， E 
2) 设 8 的 秩 等 于 dimg， 在 G 上 取 左 不 变 辛 结构 % 使 对 任意 
ÉJ abeg A 
, $(a, b) = gla, 5),. . 
证 明 (G，o) 是 一 Hamilton G- 空 间 而 且 映射 
fa; G—* 
E (G, e) 的 一 个 甜 庙 。 
3) 仍 假 定 8 的 秩 等 于 dma EX g 中 的 聚积 
(a, 5) — ab, a, DE ns 
使 
BCab, c) = —8(5, la, c1), Va, b,c Eg. 
证 明 对 和 任意 的 a,b c€9 有 
ab — ba == [a, 5b], 
abc) — b(ac) = (ab)e — (ba)e, 
邮 对 于 这 一 乘积 , g Vinberg 的 定义 下 是 一 “ 左 辛 ”代数 (参看 文 
献 [25]》。 l 
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第 六 章 ”一 个 分 级 情形 


$2L (0) 维 超 流 形 CERE [18], [191) 


在 这 节 里 ,我 们 把 辛 结构 的 观念 推广 到 超 流 形 上 ,下 面 先 给 出 
超 流 形 , 或 者 按 B. Kostant 《参看 文献 [18]) 的 说 法 , 称 为 分 级 流 
形 的 定义 ， | 

21.4. 定义 ， 设 M, 是 一 mm 维 的 流 形 , 设 4 是 M。 上 具有 下 列 
性 质 的 一 个 -代数 簇 

(1) 对 任意 的 开 集 UCM，ACU) 是 一 %- 分 级 代数 

ACU) = A(Uh + QU, 

其 中 & 和 1 表示 Zo p DURO ORG S 

(2) 3E A SERRA. M。 上 的 可 微 函 数 繁 和 看 作 Z;- 分 级 代 
数 的 外 代数 ACR") (me Z*) 在 R 上 所 作 的 张 量 积 ; 
则 我 们 把 M = (Me, A) 称 为 一 个 On, m) 维 的 超 流 形 ，Mo 称 
”为 底 空 间 . 

根据 定义 , 当 开 集 可 充分 小 时 , 我 们 有 从 4(V) 到 CUD 
ACR") .上 的 一 个 同 构 , 它 将 AU), (EEZ) RE 


Er"(0D)@ 9j, MR) 
PEP (modi) 


E. 
TEDRAIDUB T HENRHUL M, 退缩 为 一 个 点 = 的 特殊 情 
形 , 这 时 M=(e, 4) 的 维 数 有 形式 (0, n). 这 样 的 一 个 起 流 形 由 
一 个 点 。 和 一 个 同 构 于 ACR") 的 Z;- 分 级 代数 4 构成 。 对 这 种 
特殊 的 引流 形 ,所 涉及 的 只 是 纯 代 数 问 题 ,因此 我 们 可 以 用 尾 一 特 
征 为 0 的 域 丰 来 代替 尺 进 行 讨论 . 

我 们 把 同 构 于 AQ) 的 一 个 Za- 分 级 二 代数 称 为 由 上 的 秩 
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X z R] Grassman 代数 . 因此 , 一 个 Grassman 代数 是 一 维 数 为 2" 
的 2,- 交 换代 数 , 它 可 由 一 组 满足 
x tat" Za 05 0 
的 1 级 元 素 n'it, MER. 
设 M = (e, A) 是 一 (0, 5) RERE. 我 们 称 满足 
xot], A Ô 


的 A 中 的 元 素 组 tottis re 为 好 上 的 坐标 系 。 若 fis tasts Xn 
是 MM 上 的 一 个 坐标 系 , 则 x，-…, x。 生成 代数 4. 所 以 选 定 一 个 坐 
慰 系 相 当 于 给 出 从 4 到 入 (如 ) 上 的 一 个 同 构 ， 设 是 4 的 极 大 理 
SRH A, 或 M 上 的 一 个 坐标 系 所 生成 的 理想 ， 我 们 把 向 量 空间 
mim 称 为 M 上 的 余 向 量 空间 , 并 把 它 记 为 TM .TYM 是 一 +» 维 
空间 , 它 的 所 有 元 素 都 是 1 级 的 . TIM 的 对 偶 空 间 
TM = (mím 

称 为 M 上 的 向 量 空 间 , 设 Der 4 是 由 4 的 Z;~ 导 子 所 构成 的 左 A- 
T, Wd Derd 的 元 素 称 为 M 上 的 向 量 场 。 XP £E— XE€Der4 和 
«€ 4, id Xa29 a EX FIR. Ak LARZA, Derd 也 
是 Z;- 分 级 的 。 若 pe Zi, 则 (Derd) 是 也 中 满足 ， 

(1) XAeC hdprss q 9. 1, 

(2) X(ab) = (Xa)ó + ( —1Y£(Xb), Ya € 44, Vb€ A, 
的 - 自 同 态 X 的 集合 。 作 为 4 上 的 左 模 ，Der4 是 一 分 级 A- HR 
也 就 是 说 ,对 任意 的 psg € Zi 有 

A, (Der A)4 C (Der A Jys 
我 们 在 Der 4 上 定义 一 括号 [,] 如 下 
[X,Y] = XoY — (—IDesYoX, 
VX € (DerA4),, Y € (Derd Ja, 

则 Derd 成 为 上 的 一 个 Lic 超 代数 (参看 7.5). 

Honc. E M o— (6, A) EBRR MA iSl, 
2， 存在 唯一 的 一 个 产 E(Derd4)a 使 

Pixi = 6ii, 
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SUITE P; iX Do TRQZOWT 


ð... 8 
0r, : Ox, 
P3, A- s Derd 的 一 组 基 , 并 且 对 i —]l,ensa 有 
0 8,|, 0 Ə ð 8 


ux M oM M. v Lg 


drp x; 0x; Ox; Bx; Ör; 


设 4 是 上 的 一 个 Grassman 代数 (在 我 们 的 意义 下 )， 且 设 
号 是 一 Z;- 分 级 左 4- 模 。 AAA EZ ZARE, MARNIE 
在 互 上 定义 一 右 4 模 结构 使 
xa = (—1l) ax, Vr € Ep, a € A4. 
于 是 对 任意 的 a, 5€ 4 HI x€E 有 
a(xb) = (ax)5, 
因此 ,所 有 Z,- 分 级 左 4- 模 部 可 定义 成 (4，4) 上 的 双边 模 . 
设 E 是 一 Z;- 分 级 左 A-W, 我 们 用 Hom, (E, 4) 来 表示 这 
样 的 一 个 Z;- 分 级 向 量 空间 ， 它 里 边 的 p 级 元 素 是 满足 下 列 条 
件 的 从 E 到 4 的 线性 映射 p: 
{1) pl Ea)C Apr 
(2) (ax) = (—1} tuple}, Yq€ Zi, a€ 44, x € E. 
我 们 可 以 在 Hom,(E, 4) 上 定义 一 Z,- 分 级 左 4 模 结构 使 
(ap)(x) = a(q(x)), Va€ 4, r€ E, p € Hom4CE, A). 
我 们 称 2Z,- 分 级 4 模 
OM) = Hom4(DetrA, 4) 
为 超 流 形 M 一 (e, A) 的 微分 1- 形 式 模 。 可 以 证 明 存 在 唯一 
的 一 个 入 线性 映射 
d; A— Q(M) 
使 对 任意 的 se 4。 和 任意 的 X € (Der4)4 都 有 
(da) (x) 一 《一 1)83Xe、 
我 们 有 
dA, C Q'CM),. 
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又 对 任意 的 a,5€4 有 
d(ab) = (da)b + a(d5). 


这 里 ,车 a€ A, R5€ 434, 则 记 


(da)5 = (— 1)f5 (da), 

可 以 证 明 , 若 rotte x。 是 MM 上 的 坐标 系 , 则 dz. dx, ÆA 
模 OM) 的 一 组 基 ， 

现在 我 们 来 定义 超 流 形 TM 和 T*M. 若 4 是 一 Grassman 代 
数 ， 则 任 一 Z:- 分 级 左 4 模 都 是 一 双边 模 ， 所 以 对 任意 的 户 之 1， 
我 们 可 以 定义 张 量 徐 

DE =E Q EQ. QE. 
P ? 项 

把 所 有 久 五 的 直 和 记 为 OEJERCT COBRAR, M OE 也 称 
为 张 量 代数 。 这 是 一 双 分 级 的 代数 ， 它 是 在 Z X Z 中 分 级 的 . 


级 数 为 (p, p) BOCK QE 中 由 下 列 形 式 的 元 素 


uO * - Cu, 
其 中 wi€ Exiy B 
Zi 0-2 
. E 1gig 
所 张 成 的 向 量子 空间 中 的 元 素 。 


设 工 是 张 最 代数 QE 中 由 下 列 元 素 生 成 的 双边 理想 : 
uv — (—1)v Bu, u€ Eps vE Es. 
令 
S(E) = OEJI, 

则 我 们 称 代 数 SE) 是 2,- 分 级 的 , 4 模 E 的 对 称 代数 。 由 于 OE 
是 双 分 级 的 ， 所 以 SCE) 也 是 一 双 分 级 代数 ， 它 既 在 Z 中 有 一 分 
级 ,也 在 Z; 中 有 一 分 级 ， 对 于 Z; 分 级 , 它 是 Z,- 交 换 的 ， 

若 4 是 一 秩 为 # 的 Grassman 代数 ,EB 是 一 个 具有 由 + 个 1 
级 (2Z;~ 分 级 ) 元 素 构 成 的 一 组 基 的 自由 Zs- 分 级 4 模 ， 则 对 称 代 
数 SCE) 对 于 在 Z 中 的 分 级 ， 蚌 一 秩 为 ww 十 rf 的 Grassman 代 
数 ， 特别 地 ，5CDer4) 和 S(Hom; (Derd, 4)) 是 两 个 秩 为 24 
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的 Grassman 代数 。 
若 M -—(e, A) 是 一 (0, n) 维 的 超 流 形 ， 则 我 们 称 超 流 形 
(e, SCQ'(M))) 为 M 的 急 超 流 形 并 把 它 记 为 TM, 而 把 超 流 形 
(esSCDer4)) 称 为 好 的 余 切 超 流 形 并 把 它 记 为 T*M , 超 流 形 TM 
和 T*M RE CO, 20) Æ. MEAR AE 
A — $ (Der 4) c S(Der 4) 
BP ERDÉ M $0 T M 之 间 的 同志 ,而 标准 内 射 
4 — S(Q(M))CS(Q(M)) 
"JEUB fEJU BUE Mf T* M ZAHAR. 
我 们 现在 来 定义 超 流 形 M — (6.40 上 的 微分 形式 线 从 
(complexe) QCM). & 
Q(M)-A, 
Q'(M) = Hom; (Derd, A). 
对 于 bp> 1， 定义 Q'(M)iuT: 
(1) (M) 是 Hom, (GDer4, 4) 的 一 个 子 模 ， 
(2) 对 ISi, X pECM), W 
PIXO: 6X;9X;,0 - *-60X,) 
—-—(—1)tinp(XQ--- XD GOX,O---GX,) 
对 任意 的 Xi,**', Xp E Derd (Xi 1 x i P, 的 2, 级 数 是 pi) 
RI. RIE p Ea (M) BEM (Der A! 到 4 USER EE iG 
PCX- 0X) » 9 0G, XM. l 


A Q'CM) 是 Homi (QDerA, A) 的 一 个 Zo 分 级 子 模 ,我 们 记 
OIM) 为 由 O^ CM) 的 Zr 级 数 是 忆 的 元 素 构成 的 子 空间 。 F 
是 OM) 中 的 元 素 是 P, p) 级 的 微分 形式 。 
我 们 可 以 在 
Q(M) = Bo (M) 


dug SHE SEP 
(o, $)—9o^b, Ps PE Q0(M) 
定义 的 方法 类 似 于 定义 两 个 反对 称 形式 和 的 外 积 (参看 文献 183, 
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121])。 在 这 一 乘积 下 , Q(M) 是 一 Z X Zr 分 级 代数 , 即 有 
CMA QCM)C OH ICM). 


若 
a€ 4, — Q(M), pEOM), 
则 我 们 有 
sAp=(—Dispha 一 ad。 
E 
pERCM), 5€ Q( M), 
则 我 们 有 


phd — (1) ttp Ag, 
设 xistera tu 是 M 上 的 坐标 。 作 为 * 上 的 代数 , 0CM) 由 下 
列 元 素 生 成 : 
X; ***, x, € OÌ, dr drocgi， 
它们 满足 下 列 关系 式 ，: 
xixi t xixi = 0, 
Xi dx; + dx; ri = 0, 
dx;ħ dx; — dx, A dxj = 0. 
这 表明 ,作为 左 4 模 , OCM) 同 构 于 
ABET etts Tals 
其 中 [TT ,"…。 Ts] ERR ERED Titers T, 的 多 项 式 代 
$. PERH, Hon 0， 则 对 任意 的 > 之 0 有 O'(M) s (0). 
若 9(M) BI—T & Bids v 满足 
Yv(O(M)) cani (M), V(4, 4) € Z X Za 
则 我 们 称 它 为 QU M ) 的 一 个 (p, p) RARS. 若 一 个 《ppP)》 级 
RJ EDS v 满足 
T(o Ad) — T(g) A4 + (—1) ep AT), 
Vo € Q,(M), pE QCM), 


则 称 其 为 AM) 上 的 ZX Z: 导 子 ， 可 以 证 明 9 (M) 中 存在 唯 - 
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一 的 一 个 (1, 0) 级 的 Z x Z, 导 子 4 使 得 

(1) 2 — 0, 

(2) (da)( X) = (—1YXa, Va € A,,X € (Der A4)s. 
人 

d: A Q(M). 
由 了 所 定义 的 合成 列 是 零 调 的 , 即 序列 l 
0> > A = PM) -2 OM) m +e 

是 一 正 合 序列 . 


$22. (0, x) 维 辛 超 流 形 


设 M (e, A) J&— (0, 0) 维 超 流 形 ， 设 微分 形式 vE 
QM) 满足 下 面 的 条 件 : | 

(1) 2; X€DerA 使 o(X, Y) = 0, VY € Derd, B] X = 0, 

(2) dw = 0, 
则 我 们 称 2 为 M 上 的 一 个 辛 结构 ， 

设 Xe 《DerA4)。, E(X) 为 OM) 的 一 个 由 下 式 所 定义 的 
(一 1, p) ER: : 

CHKIPI CFs Ya) = (—1VfpCX, Y, Yao), 


”其 中 gE QM)， Yu, Ypa E Derd 均 是 任意 的 。 可 以 证 明 


(X) 是 一 (一 1, D 级 的 2 x Z- 导 子 。 上 面 的 条 件 (1) 表明 ， 
对 于 辛 结构 o, 映射 
Xr—i(X)o, VX € Derd, 
是 一 内 射 。 因此 :者 条 件 CI) 成 这 , 则 映射 
Xr) 

EM AIR Der A 到 4 模 好 (MH) 上 的 一 个 同 构 ， 

设 w 是 村 上 的 一 个 广 结 构 , 则 它 在 T.M 上 导出 一 反对 称 双 线 
HEN o 而 且 根 据 条 件 《1)、w。 是 非 退 化 的 . 

22.1. $E. Heo M 一 《ce, A) 上 的 一 个 辛 结构 ， 则 在 MM 
上 存在 坐标 系 tista re 以 及 一 个 xn X n HAIRA 上 的 对 称 矩 
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阵 (A4) 使 
“~ 5 Nisi 


jT 
X det (1) » 0. 

这 一 结论 类 似 于 Darboux 定理 ($8), 是 文献 [18] 中 定理 5.3 
的 一 个 基本 的 并 且 是 特殊 的 情形 . 

我 们 称 允 上 的 一 个 向 量 场 XE Derd 为 辛 向 量 场 ， ECHE 
di (X)o 一 0，M 上 的 辛 向 量 场 全 体 构 成 Lie 超 代数 Derd 的 一 个 
Lie 子 起 代数 S. 可 以 证 明 (参看 文献 [141), 若 ”之 4， 则 5 是 一 
H Lie 超 代数 ,也 就 是 说 , S AOE Ss 仅 有 的 两 个 理想 。 

对 任意 的 。& 4, 存在 唯一 的 一 个 HE Derd 使 

| i (Ho = da. 
H. 是 一 辛 向 量 场 、 序 列 

(0) — k — a = s — (0) 

是 一 正 合 列 。 

在 4 上 定义 一 Poisson 括号 如 下 ， 

Ía, b} = Hb, Va, b€ A. 
在 这 一 括号 下 , 4 成 为 一 Lie 超 代数 , 它 的 中 心 是 和 MM 
H: al> H.a a€ d, 
R— Lic 超 代数 同 态 。 对 任意 的 a€ 4s, bE 44 和 ce4 有 
la, bc] = 1o, 53e + (—1)t2b{a, c). 
Won... x, 是 M 上 的 坐标 ,使 得 
w m » dx; A dx;, 


i=] 


则 对 任意 的 1 有 
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t 
{ris +i} = "i 8i; 


T*P 上 的 标准 辛 结构 . 设 P 一 (ce, 4) 是 一 (0, n) 维 超 流 
形 。 EER 
X € Derd = S'(DerA) 
都 可 等 同 于 Grassman 代数 S(Der4) 的 一 个 元 素 ， 另 一 方面 ,对 
任意 的 X € (Der4),， 存 在 S(DerA) 的 唯一 的 一 个 Z:- 分 级 级 
数 是 pg 的 Z ST Xt 
(1) X(a) = Xa, Va € A = S'(DerA), 
(2) Y) = (X, Y], VY € DerA = S'(DerA). 
FF I HTF Z- 分 级 是 零 级 的 。 又 因为 
T*P — (e, S(DerA)), 
所 以 X 是 T*P 上 的 一 个 向 量 场 ( 即 Xx 的 拓展 )， E wx x 


是 ?上 的 坐标 ,我 们 把 HR S(Der4) 申 的 元 素 并 令 


y -- ,i 
Oz; 
Wl x. Zas yu ^7 "s Yn f T'P 上 的 坐标 旦 
让 ~ öin des =o, ijel, 
”在 7T*P 上 存在 唯一 的 一 个 微分 形式 
e € Qu CT*P), 


使 对 任意 的 Xe Der4 有 
«(X) 一 

这 一 形式 类 似 于 Liouville 形式 .在 坐标 zy tatas Yita Ya Fa 

我 们 有 


a = 5 yidxi. 
AX j 


w= — da — Ù, dyiN dz; 


ic1 
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是 T*P 上 的 一 个 标准 辛 形式 。 形式 o, 是 标准 周 构 于 向 量 空间 
TP 了 十 (TP)* 的 向 县 空间 T.(TP) 上 的 对 偶 的 中 人 竹 形 式 〈La 
forme w, est la forme neutre de dualité sur léspace T,(T*P) qui 
est canoniquement isomorphe à TP + (T,P)*). 
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